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На даний час людство, пройшовши епохи каменю, бронзи, заліза та 
пластику, увійшло в еру передових матеріалів (Advanced Materials Age). 
Значний інтерес до прикладних та теоретичних досліджень композитних 
структурно неоднорідних тіл зумовлений розвитком шести основних 
напрямів технологій [1]: нанотехнології, біомеханіки, сенсорних 
технологій, енергоощадності, виготовлення високотехнологічних 
матеріалів (high-performance materials), а також паливних елементів. За 
даними [2] питома вага наукових теорій та засобів моделювання у 
загальному процесі розробки та виробництва передових матеріалів за 
десятибальною шкалою складає 5–8 балів, тобто, чинить істотний вплив. 

Проектування сучасних композитів не обходиться без використання 
тонких елементів геометрії та структури. Зокрема, у роботах [3–6] 
відзначена значна перевага армування стрічками замість волокон: 
міцність на розтяг у трансверсальному напрямі досягає 50–70 % від 
величини міцності у поздовжньому, натомість використання волокон дає, 
зазвичай, лише 2–15 %. Експериментальних досліджень властивостей 
нанокомпозитів стосуються праці [7–10]. У роботах [11, 12] обґрунтовано 
також можливість розрахунку композитів із карбонових нанотрубок за 
допомогою методів механіки континууму. 

Розрахункові моделі суцільних середовищ також невпинно 
розширюються в сенсі врахування якомога більшої кількості фізичних 
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властивостей тіл та полів, що діють у них. Одними з ключових у цьому 
сенсі є методи розрахунку та проектування смарт- (інтелектуальних) 
матеріалів, здатних змінювати свої властивості, самостійно 
налаштовуючись на оптимальні для матеріалу і конструкції режими 
роботи. П’єзоелектричні матеріали, основною властивістю яких є 
взаємозв’язок впливів електричного та механічного полів, вже доволі 
давно і щораз ширше використовують в інтелектуальних 
електромеханічних системах для виготовлення сенсорів, перетворювачів 
та актуаторів [13–16]. Зокрема, п’єзоелектричні сенсори часто 
впроваджуються в конструкційні елементи для контролю наслідків 
прикладеного навантаження. Нещодавно запропоновано [17, 18] 
використовувати композити на основі п’єзоелектричних матриць із 
п’єзоволокнами, що дають можливість проектувати пристрої з великою 
кількістю додаткових функцій, зокрема, моніторингу внутрішнього стану, 
перетворення енергії, керування вібраціями, демпфування тощо [17]. 

Вагоме місце серед новітніх матеріалів посідають магнітоелектричні 
композити, тобто, виготовлені за керамо- чи нанотехнологіями тверді 
суміші п’єзомагнітної та п’єзоелектричної компонент [19–22], у яких 
магнітоелектричний ефект виникає внаслідок механічної взаємодії цих 
двох фаз. Огляд лінійних теорій електромагнітомеханіки таких 
діелектриків, а також виклад локально-ґрадієнтної теорії діелектриків 
подано у роботах [23, 24]. Унаслідок структурної неоднорідності 
магнітоелектричних композитів, одна із фаз може розглядатися як 
сукупність мікровключень. З іншого боку, недосконалість чи порушення 
технології виробництва або експлуатації таких композитів можуть 
зумовити утворення на мезо- та макрорівнях дефектів гомогенізованої 
структури у вигляді тонких включень або тріщин. 

Тонкі неоднорідності можуть чинити також і небажаний вплив, адже 
вони є одними з найпоширеніших типів дефектів конструкційних 
матеріалів. До них належать тріщини, тонкі плівкові прошарки, заповнені 
чужорідними матеріалами порожнини тощо. Результати 
експериментальних досліджень впливу на втому металів різноманітних 
порожнин і неметалевих включень та класифікацію останніх подано у 
книзі [25]. У монографії П.В. Яснія [26] виявлений багатоплановий вплив 
попереднього пластичного деформування на механічні властивості 
конструкційних матеріалів та їхню міцність. Доведено, що істотну роль 
при цьому відіграють дрібні включення. 

Із поширенням ін’єкційних технологій заліковування тріщин [27–30] 
задача розрахунку напруженого стану тіла з включеннями з урахуванням 
варіювання механічних і теплофізичних характеристик наповнювача 
набуває все більшої ваги [27, 31], а додаткове врахування анізотропії 
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властивостей матеріалу є важливим аспектом при дослідженні цього 
комплексу задач. 

Основні методи дослідження тіл із тонкими неоднорідностями. 
Проблем побудови моделей та методів дослідження тонких включень у 
пружних та термопружних середовищах стосуються оглядові праці 
Д.В. Гриліцького, Г.Т. Сулима та Й.З. Піскозуба [32, 33], Г.Я. Попова 
[34], T. Mura [35] та ін. Практично всеохоплюючий огляд робіт, що 
стосуються тематики тонких неоднорідностей подано у монографії 
Г.Т. Сулима [36]. Зокрема, у ній зазначено, що для аналізу тіл із тонкими 
включеннями використовують такі основні підходи: 1) попередній 
розгляд включення довільної форми, а потім істотне зменшення одного із 
його розмірів; 2) використання експериментальних методів; 3)  докладний 
розгляд напружено-деформованого стану біля вістря неоднорідності та 
межі поділу матеріалів за допомогою асимптотичних методів; 
4) опрацювання специфічних теорій, що дала би можливість досить 
просто розв’язувати відповідні задачі з урахуванням саме малої товщини 
дефекту; 5) застосування прямих числових методів. 

Математична складність першого підходу зумовила появу 
специфічних теорій тонких включень, у яких властивості неоднорідності 
усереднюються за товщиною, а певні параметри взагалі відкидаються. 
Тобто, саме включення вилучається із розгляду, а його вплив описується 
певними умовами неідеального контакту на деякій серединній поверхні 
(лінії у двовимірних задачах). Вперше таку ідею сформулював 
Я.С. Підстригач [37] стосовно задач теплопровідності, побудувавши 
відповідні умови взаємодії. Цей підхід аналізу тіл із тонкими 
включеннями та щілинами пізніше отримав значний розвиток у роботах 
В.М. Александрова, О.Є. Андрейківа, Н.Х. Арутюняна, 
Л.Т. Бережницького, В.В. Божидарніка, Я.М. Григоренка, 
О.Я. Григоренка, Д.В. Гриліцького, В.Т. Грінченка, В.С. Гудрамовича, 
О.М. Гузя, І.Т. Денисюка, А.П. Зіньковського, О.О. Євтушенка, 
С.О. Калоєрова, Г.С. Кіта, Я.І. Кунця, Р.М. Кушніра, В.В. Лободи, 
В.М. Максимовича, Р.М. Мартиняка, В.В. Мелешка, В.В. Михаськіва, 
О.Б. Мовчана, В.В. Можаровського, М.Ф. Морозова, М.М. Николишина, 
В.К. Опанасовича, В.А. Осадчука, В.І. Острика, В.В. Панасюка, 
В.Г. Попова, Г.Я. Попова, Я.Г. Савули, В.С. Саркисяна, М.Г. Стащука, 
Г.Т. Сулима, А.О. Сяського, Л.А. Фільштинського, П.О. Фомічова, 
М.В Хая, Г.П. Черепанова, К.С. Чобаняна, А.С. Хачикяна, E.E. Gdoutos, 
G.C. Sih та ін. [26, 32, 36, 38–75]. Поєднання континуумних та 
молекулярних моделей при аналізі тонких неоднорідностей будови 
матеріалу також використано у роботах T. Belytschko, S.P. Xiao [76], 
S. Badia та ін. [77]. 
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У зв’язку з активним розвитком механіки руйнування, значна 
кількість робіт стосується вивчення задач для тіл зі щілинами та 
тріщинами, які є частковим випадком загального класу дефектів типу 
тонких неоднорідностей і моделюються математичним розрізом із 
заданими крайовими умовами на ньому. Зокрема, слід відзначити праці 
О.Є. Андрейківа, О.П. Дацишин, Р.М. Кушніра, З.Т. Назарчука, 
М.М. Николишина, В.А. Осадчука, В.В. Панасюка, М.П. Саврука, 
Г.П. Черепанова та інших вчених [60, 78–85]. 

Основні результати, що стосуються, загалом, двовимірних задач теорії 
тонких деформівних включень в ізотропних тілах, були отримані на 
основі застосування методів функцій стрибка [36], лінійного розвинення 
комплексних потенціалів [65, 86] та розривних розв’язків [68, 69]. У 
роботі [87] вперше розв’язано задачу для тонкого пружного включення у 
повному спектрі зміни його властивостей, а також знайдено 
асимптотичний розподіл напружень та переміщень в околі вершини 
такого включення. 

Дещо менше уваги приділено просторовим задачам теорії пружності 
для тіл із тонкими включеннями. Зокрема, у працях [88–90] досліджено 
коефіцієнти інтенсивності напружень для жорстких пластинчатих 
включень. У роботах [91, 92] розглянуто жорсткі дискові включення 
(тонкі абсолютно жорсткі влючення називають подеколи антитріщинами) 
на межі поділу пружних півпросторів, а також взаємодію включень і 
тріщин у півпросторі. Тонкі жорсткі включення в пружному середовищі 
досліджено також у монографії [93]. Просторові задачі для тонких 
податних включень (вінклерова модель) детально розглянуті у 
монографіях [94, 95]. 

Спеціальні підходи, зокрема й метод функцій стрибка [36], 
продуктивні при розв’язуванні задач для лінійних включень у безмежних 
середовищах, смугах, півплощинах тощо, тобто для задач, у яких 
геометричні параметри та вид і спосіб навантаження дають можливість 
записати зручну для подальших обчислень систему інтегральних рівнянь. 
Що стосується викривлених включень, то з використанням таких підходів 
та їхніх спеціальних модифікацій на цей час було досліджено лише 
включення уздовж дуги кола [96, 97]. 

Застосування прямих числових методів [98–100] дає можливість 
розглядати різноманітні задачі для обмежених і необмежених тіл із 
прямолінійними та викривленими включеннями, однак їхня ефективність 
істотно залежить від використаних методів моделювання тонких 
елементів тіл [98, 99] та можливостей регуляризації побудованих рівнянь.  

Тому при дослідженні напруженого стану скінченних тіл із тонкими 
непрямолінійними включеннями видається ефективним поєднання 
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прямих числових методів (граничних чи скінченних елементів) зі 
спеціальними підходами. Зокрема, у роботах [43, 101] модель тонкого 
податного включення уведено в метод скінченних елементів. У роботі 
[102] на основі методу граничних елементів (МГЕ) побудована модель 
тіла з тонким жорстким включенням, що описується стрижневими 
скінченними елементами. Цю модель розвинуто в роботі [103] для 
випадку податних включень. Унаслідок врахування при розбитті тіла 
малої товщини включення при розв’язуванні задач використовуються 
спеціальні підходи обчислення квазісингулярних інтегралів. 

При моделюванні методом граничних елементів тонких включень 
їхній вплив на основний матеріал часто замінюють силами, 
розподіленими з певною густиною уздовж лінії, що лежить на серединній 
поверхні включення (метод масових сил). Такий підхід використано при 
моделюванні паль у ґрунті (модель згину стрижнів) в роботі [104], для 
дослідження впливу загвинчених у породу утримуючих болтів (модель 
розтягу-стиску стрижнів) [105], для моделювання прямолінійних 
армувань бетону [106, 107]. Найповнішою серед розглянутих є модель 
[107], оскільки вона враховує розтяг, зсув та згин тонкого включення. 
Проте внаслідок використання методу масових сил у таких моделях не 
вдається описати поперечне деформування включення, яке 
супроводжується стрибком переміщень при переході через серединну 
поверхню. Саме тому згадані вище моделі тонкої неоднорідності 
потребують розвитку в напрямі урахування також і поперечної податності 
матеріалу включення, зокрема, із використанням підходів методу функцій 
стрибка. Крім того, видається необхідним врахувати вплив можливої 
викривленості форми тонкого включення. 

Анізотропні середовища з тріщинами та тонкими включеннями. 
На цей час достатньо повно опрацьована математична теорія тріщин в 
анізотропних середовищах, а докладний виклад методики розв’язування 
відповідних задач за допомогою інтегральних рівнянь на основі 
комплексних потенціалів С.Г. Лехніцького [108] та огляд відповідних 
літературних джерел можна знайти у монографії [42]. Основи теорії 
тонких пружних прямолінійних включень, механічні властивості яких 
можуть змінюватися у найширшому спектрі від абсолютної податності 
(тріщини) до абсолютної жорсткості, в анізотропних середовищах 
відображено у монографії [36] та праці [304]. Перші результати у цьому 
напрямі були отримані у працях [109, 110], причому у граничних 
випадках було одержано інтегральні рівняння задач про тріщину чи 
абсолютно жорстке включення в анізотропному середовищі. Тонкі 
абсолютно жорсткі включення в анізотропних середовищах розглядалися 
також у роботах [90, 111] та ін. Детальний огляд використання 
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розвинутого пізніше формалізму Стро подано у працях [111, 112]. Моделі 
податного та гнучкого прямолінійних включень в анізотропному 
матеріалі та розв’язки відповідних задач для безмежного середовища 
подано у роботі [113]. 

П’єзоелектричні та магнітоелектропружні тіла з тонкими 
неоднорідностями. Значний особистий внесок у створення 
фундаментальних загальнотеоретичних принципів та методів 
розв’язування конкретних задач із урахуванням взаємовпливу полів різної 
фізичної природи зробили Я.Й. Бурак, О.Р. Гачкевич, Б.Д. Дробенко, 
В.Ф. Кондрат, Л.В. Мольченко, В.З. Партон, Я.С. Підстригач, 
Р.Ф. Терлецький, А.Ф. Улітко, В.Ф. Чекурін та ін. [15, 23, 114–121]. І все 
ж при цьому здатність тонких неоднорідностей будови матеріалу чинити 
істотний вплив на фізико-механічні поля і розраховані експлуатаційні 
характеристики виробу вивчена далеко неповно. Зокрема, тріщини, 
чужорідні прошарки, електропровідні включення тощо створюють великі 
градієнти фізико-механічних полів, що може спричинити відмову чи 
навіть механічне руйнування конструкційного елемента. 

Дослідження тонких неоднорідностей у матеріалах та конструкціях 
стосуються, в основному, дефектів типу щілин (тріщин). На відміну від 
лінійної механіки руйнування пружних тіл, задачі теорії тріщин у 
п’єзоелектричних та магнітоелектропружних (МЕП) матеріалах є, 
загалом, нелінійними [122–124], оскільки діелектрична та магнітна 
проникності газу (зазвичай, повітря), що заповнює просвіт щілини, не 
дорівнює нулю. Відтак, завжди існують додаткові, переважно нелінійні, 
зв’язки між розкриттям тріщини та розривами електричного і магнітного 
потенціалів на ній. Найпростіші залежності між останніми часто будують 
за аналогією із моделлю пружної основи Вінклера [122], записуючи 
крайові умови на берегах напівпроникної тріщини (semi-permeable crack), 
для якої стрибок електричного чи магнітного потенціалів на дефекті 
пропорційний до добутку розкриття на нормальну складову електричного 
зміщення чи магнітної індукції [123]. Лінеаризуючи ці рівняння, для 
спрощення вводять також моделі непроникної тріщини (impermeable 
crack), для якої електричне зміщення та магнітна індукція на поверхнях 
дефекту є заданими (зазвичай, нульовими, тобто, магнітний і електричний 
контакт поверхонь відсутній), а також проникної тріщини (permeable 
crack) – електричний та магнітний потенціали разом із нормальними 
складовими електричного зміщення та магнітної індукції є неперервними 
при переході через поверхню дефекту, тобто, реалізується ідеальний 
електричний і магнітний контакт [125, 126]. 

Однак, можна запропонувати й іншу лінійну модель напівпроникної 
тріщини. Адже реальні тріщини, як правило, мають певну все ж 
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ненульову товщину, що дає можливість нехтувати міжмолекулярною 
взаємодією її берегів. Тому тріщину можна розглядати як тонкостінну 
порожнину з певною товщиною (необов’язково сталою), яка заповнена 
певною субстанцією (наприклад, повітрям). Вважаючи, що прикладене 
навантаження зумовлює малі розкриття щілини порівняно з її товщиною 
(а саме ці припущення використовує лінійна теорія п’єзоелектриків 
[118]), модель напівпроникної тріщини вдається лінеаризувати. 
Змінюючи проникність наповнення тонкої щілини, у граничних випадках 
можна отримати моделі як абсолютно проникної, так і абсолютно 
непроникної тріщин. Вперше цю ідею було висловлено у монографії 
В.З. Партона та Б.А. Кудрявцева [118], де для запису умов електричного 
контакту берегів тріщини використано модель тонкого діелектричного 
шару. 

Велика кількість задач щодо тріщин у п’єзоелектричних матеріалах 
були розв’язані за допомогою методів теорії функції комплексної змінної 
та інтегральних рівнянь. Прямолінійні електрично непроникні, проникні 
та електропровідні тріщини в п’єзоелектричних матеріалах розглянуті у 
роботах [122–124, 127–131] та ін. Задач електро- та магнітопружності тіл 
із тріщинами стосуються монографії [118, 132–134]. Міжфазні проникні 
та непроникні тріщини в п’єзоелектричному біматеріалі вивчені у 
роботах В.В. Лободи та В.Б. Говорухи [135–140]. Електропровідні та 
феромагнітні тіла з тріщинами за дії зовнішнього електромагнітного поля 
досліджені у роботах О.Є. Андрейківа, З.Т. Назарчука, В.Р. Скальського 
та ін. [141, 142]. 

E. Pan [143] вперше розробив метод граничних елементів без 
підобластей (single domain boundary element method) для аналізу плоских 
задач механіки руйнування п’єзоелектричних тіл. R. Rajapakse та X.-L. Xu 
[144] запропонували МГЕ, що використовує сильно сингулярні 
інтегральні рівняння, в яких тріщина моделюється розподіленими уздовж 
лінії дислокаціями. При вивченні тріщин U. Groh та M. Kuna [145] 
використали методи декомпозиції області та крайові інтегральні рівняння 
на переміщення і електричний потенціал. F. Garcia-Sanchez та ін. [146] 
для аналізу задач теорії тріщин розробили змішаний граничноелементний 
підхід, що використовує як сингулярні, так і гіперсингулярні інтегральні 
рівняння. K.M. Liew, Y. Sun та S. Kitipornchai [147] запропонували 
безелементний підхід (boundary element free approach), який базується на 
гіперсингулярних інтегральних рівняннях та апроксимації рухомих 
найменших квадратів (moving least square approximation). N. Sheng та 
K.Y. Sze [148] побудували схему МГЕ типу Треффца для вивчення 
тріщин у плоских задачах електропружності. M. Denda у статті [124] 
розробив алгоритм аналізу напівпроникних тріщин у п’єзоелектрику за 
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допомогою методу граничних елементів. Просторові задачі теорії тріщин 
у п’єзоелектричних тілах вивчені у працях [149–151] та ін. 
Граничноелементний аналіз задач теорії тріщин у п’єзоелектричних та 
магнітоелектропружних тілах подано також у монографіях [152, 153]. 

Значно менше публікацій стосується поєднаних електричних і 
механічних полів у тілах із тонкими включеннями. Еліптичні включення 
в п’єзоелектриках вивчені у монографіях [132, 152]. Еліпсоїдні отвори, 
включення та плоскі просторові тріщини в п’єзоелектричних та 
п’єзомагнітних матеріалах розглянуто у роботах Ю.М. Подільчука та його 
учнів [154–156]. Електропружний простір із довільно орієнтованим 
еліпсоїдним включенням вивчено у статті [157]. Квантові нитки в 
п’єзоелектричному середовищі досліджені за допомогою МГЕ у працях 
[158–160]. J.J. Ramsey, E. Pan та P.W. Chung [161] подали порівняння 
заснованих на МГЕ методів механіки континууму та підходів 
молекулярної статистики при моделюванні квантових ниток. 
Електронапружений стан тіл із тонкими жорсткими включеннями за 
антиплоскої деформації вивчено у працях [133, 162] із використанням 
методів теорії функції комплексної змінної та інтегральних рівнянь. 
Z.M. Xiao та ін. [163] дослідили задачу зародження мікротріщини на 
вістрі півбезмежного жорсткого включення у п’єзоелектричному 
середовищі. L. Wu та S. Du [164] вивчили задачу про тонке жорстке 
включення, розміщене конфокально в еліптичному електропружному 
включенні, вставленому в безмежне п’єзоелектричне середовище. 
Динамічну взаємодію SH-хвиль із тонким провідним жорстким 
включенням у п’єзоматеріалі розглянуто у праці [165]. У роботі [166] 
вивчено напружений стан п’єзоелектричного середовища з плоскою 
тріщиною, що розкривається жорстким включенням. C.-F. Gao, W.-X. Fan 
[167] розглянули задачу про жорстке діелектричне включення на межі 
контакту двох п’єзоелектричних півплощин. У роботі [168] розв’язано 
плоску задачу про взаємодію гвинтової дислокації та системи співвісних 
жорстких прямолінійних включень в електропружному середовищі. 
Z. Huang та Z.-B. Kuang [169] розглянули взаємодію дислокації та 
еліптичної неоднорідності в п’єзоелектрику. 

Дослідження тонких пружних і п’єзоелектричних включень за 
антиплоскої деформації середовища започатковано у роботах Я.І. Кунця, 
Р.В. Рабоша та Г.Т. Сулима [170–172].  

Задачі МЕП для тіл із непроникними та проникними тріщинами 
розглянуто у монографіях С.О. Калоєрова та ін., Б.А. Кудрявцева та 
В.З. Партона, Д.І. Бардзокаса, М.Л. Фільштинського та 
Л.А. Фільштинського, Q.H. Qin [19, 118, 132, 133, 152] та ін. Дослідження 
тонких дефектів, зокрема й тріщин, в МЕП матеріалах стосуються також 
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роботи В.В. Лободи, Y.H. Chen, N. Hasebe, E. Pan, J. Sladek, V. Sladek, 
W.Y. Tian, M. Wünsche, Ch. Zhang та ін. [130–181]. У працях [182–185] на 
основі методу граничних елементів розроблено низку числових підходів 
для визначення параметрів, що характеризують руйнування 
магнітоелектричних композитів із тріщинами. В основному, вони 
стосуються дослідження тіл із непроникними тріщинами. Тому 
доцільною видається уніфікація в межах лінійної задачі опису всіх трьох 
моделей проникних, непроникних і напівпроникних тріщин на основі 
моделі тонкого включення, адже непроникними для електричного чи 
магнітного полів є середовища, для яких діелектрична чи магнітна 
проникності є близькими до нуля. Натомість для проникних середовищ 
відповідні величини прямують до безмежності. Проміжними значеннями 
діелектричної та магнітної проникностей, очевидно, можна моделювати 
усі чи майже усі напівпроникні середовища. 

Дослідження включень у магнітоелектричному композиті стосуються 
лише поодинокі роботи. Еліптичні п’єзомагнітні включення розглянуто у 
монографії [152]. У роботі [186] досліджено включення Ешелбі у 
п’єзомагнітному матеріалі. У праці [187] вивчено взаємодію 
електромагнітних та механічних полів у середовищі, що містить 
сфероїдне включення. Можна також згадати про застосування розвинутих 
у роботі [188] експериментальних методів при дослідженні магнітних та 
електричних полів у матеріалах із нанонеоднорідностями. 

Термопружність анізотропних та піроелектричних тіл. 
Дослідження концентрації та інтенсивності полів напружень, а також 
електричних зміщень поблизу включень, отворів та тріщин в 
анізотропних термопружних і термоелектропружних матеріалах добре 
відображені у науковій літературі, зокрема, й з огляду на те, що явище 
піроефекту, тобто виникнення електричного поля у матеріалі при його 
нагріванні, має широке використання, наприклад, у сенсорах 
інфрачервоного випромінювання [189]. Також ці ефекти активно 
використовують при створенні сучасних смарт-матеріалів. Наявність у 
таких матеріалах структурних неоднорідностей зумовлює високу 
концентрацію напружень, температурних і електричних полів поблизу 
них. При цьому теплове розширення та/чи піроефект відіграють істотну 
роль. 

У працях Г.С. Кіта з учнями [190–194] вивчено задачі плоскої та 
просторової термопружності ізотропних тіл із тріщинами та 
включеннями. Тонкі прямолінійні включення в кусково-однорідних 
ізотропних термопружних тілах розглянуто у роботах Г.Т. Сулима та 
Й.З. Піскозуба [36, 195, 196]. У статті [197] досліджено періодичні 
системи еліптичних включень в анізотропному термопружному тілі. У 
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монографії В.Г. Карнаухова та В.В. Михайленка [198] розглянуто задачі 
нелінійної термомеханіки в’язкопружних п’єзоелектриків. У праці [199] 
досліджено вібророзігрівання в’язкопружних пластинок із п’єзошарами. 
У роботі [200] побудовано розв’язок для еліптичного отвору в 
п’єзоелектрику за дії однорідного теплового потоку. У праці [201] 
досліджено вплив однорідного теплового потоку на концентрацію 
напружень та електричних зміщень у пластині з еліптичним включенням 
та отвором. У статті В.С. Кирилюка [202] вивчено тривимірний 
термоелектропружний стан тіла з плоскою тріщиною за дії симетричного 
теплового потоку з її поверхонь. У роботах [203, 204] визначено 
коефіцієнти інтенсивності напружень поблизу періодичної системи 
тріщин у термоелектропружному та термомагнітоелектропружному 
матеріалах. У статтях С.О. Калоерова та К.Г. Хорошева [205, 206] 
отримано комплексні потенціали термоелектропружності типу 
Лехніцького та на основі методу рядів побудовано числові розв’язки 
низки задач для багатозв’язних пластинок із отворами та тріщинами. У 
подальших роботах С.О. Калоеров та його учні [207, 208] поширили ці 
результати на випадок термомагнітоелектропружних тіл. У працях [209, 
210] отримано функції Ґріна для піроелектриків та 
термомагнітоелектропружних матеріалів з отворами різної форми і 
прямолінійними тріщинами. У публікації [211] побудовано 
фундаментальні розв’язки для ортотропної піроелектричної площини та 
півплощини. Майже у всіх працях (окрім робіт за авторства 
С.О. Калоерова), що досліджують термоелектропружність безмежних тіл, 
використовується припущення, що однорідний тепловий потік не 
зумовлює напружень та електричних зміщень у суцільному 
бездефектному піроелектричному тілі, хоча належного обґрунтування 
такого твердження у роботах за оглянутий період не було подано. 

Перелічені роботи, в основному, використовують суто аналітичні чи 
аналітично-числові методи дослідження неоднорідних піроелектричних 
тіл, реалізація яких можлива лише при накладанні істотних обмежень на 
геометричні форми останніх. Позбутися цих обмежень дає можливість 
використання числових методів, зокрема, методу граничних елементів, 
який унаслідок своєї напіваналітичної природи поєднує високу точність з 
вимогою дискретизації лише межі області. 

При вивченні впливу теплового розширення на напружений стан тіл за 
допомогою методів інтегральних рівнянь (чи граничних елементів), у 
числовій схемі слід обчислювати додатковий об’ємний інтеграл (у 
двовимірних задачах поверхневий), що часто нівелює усі переваги 
методу. У випадку ізотропного тіла цей об’ємний інтеграл можна доволі 
легко перетворити до граничного (по поверхні, яка охоплює цей об єм). 
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Такий спосіб використано у роботах [212–215] при дослідженні 
термопружної рівноваги ізотропних тіл із тріщинами. Однак, у випадку 
анізотропних тіл зведення об’ємного інтегралу до поверхневого стає 
досить складним і технічно громіздким завданням. У роботі [216] для 
випадку неоднорідних ортотропних площин, півплощин та смуг задача 
термопружності зведена до інтегрального рівняння Вольтерра. Для 
розв’язування задачі у випадку області довільної геометрії було 
запропоновано низку підходів. Скажімо, у роботах [217, 218] розроблено 
частковий інтегральний підхід (particular integral approach), що передбачає 
розбиття зайнятої тілом області на комірки, у кожній з яких температура 
апроксимується поліномом. У працях [219, 220] запропоновано алгоритм 
перетворення об’ємного інтегралу до контурного. Цей підхід успішно 
використано при аналізі термонапруженого стану анізотропних тіл із 
тріщинами у роботі [221]. Однак, деякі з контурних інтегралів слід 
обчислювати у певним чином відображеній області, що ускладнює 
алгоритм МГЕ. W.T. Ang та D.L. Clements [222] розробили непрямий 
метод інтегральних рівнянь, що дає можливість досліджувати 
прямолінійні тріщини в анізотропному термопружному тілі, проте у 
кожному конкретному випадку обчислювальну схему слід 
підлаштовувати під геометрію задачі. Основні дослідження у напрямі 
вивчення термоелектропружних тіл здійснив Q.H. Qin [152, 223–225], 
який шляхом мінімізації певних потенціальних функцій отримав 
розрахункові схеми МГЕ для піроелектриків із теплоізольованими 
непроникними тріщинами. J. Sladek та ін. [226] розробили схему 
безсіткового методу Петрова – Гальоркіна для аналізу задач 
термоелектромагнітопружності тіл із тріщинами. 

Проте при застосуванні МГЕ до аналізу анізотропних термопружних і 
піроелектричних тіл до останнього часу не було розв’язано низки 
важливих проблемних питань. Зокрема, не було побудовано інтегральних 
рівнянь чи навіть обчислювальних схем методу граничних елементів, що 
дали би можливість досліджувати не тільки теплоізольовані тріщини, але 
й тріщини із заданою температурою їхніх берегів. Також при аналізі 
п’єзоелектричних тіл із тріщинами у більшості випадків слід зважати на 
електричну проникність середовища, що заповнює просвіт, оскільки для 
проникних і непроникних тріщин коефіцієнти інтенсивності напружень є 
різними [203]. Тобто, слід було будувати та використовувати певні моделі 
тонких включень. 

Математичне формулювання задач термопружності аналогічне до 
відповідного для задач вологопружності [227]. У зв’язку із дослідженням 
процесів сушіння виробів та заготовок, а також роботи елементів 
конструкцій за сумісної дії теплових факторів та вологості 
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навколишнього середовища, актуальним є вивчення задач 
термовологопружності [227–229]. Метод граничних елементів при аналізі 
вологоперенесення застосовано у роботі [230]. 

Періодичні задачі. Періодичні системи тріщин в ізотропному 
матеріалі розглянуто у значній кількості статей, основні результати яких 
відображено у монографіях [36, 84, 231]. Істотно менше робіт стосується 
періодичних систем тріщин в анізотропному середовищі. Серед них 
можна відзначити праці [232–234]. 
Періодичні системи тонких жорстких включень розглянуті у роботах [45, 
235]. Системи тонких пружних включень в ізотропному середовищі 
вивчено у працях [36, 236–238]. Періодичні задачі для глобулярних 
криволінійних включень в анізотропному тілі досліджені у монографії 
[239]. Тривимірна задача для періодичної системи включень розглянута 
за допомогою методу граничних елементів у праці [240]. 

Подвійно періодичні системи тонких неоднорідностей. Ефективні 
характеристики композитів. При дослідженні взаємодії тонких 
дефектів, як правило, зосереджуються на вивченні регулярно 
розташованих неоднорідностей, адже, як зазначено у роботах [241–244], 
такими можна вважати системи тріщин, що часто наявні у шаруватих 
кристалах, гірських породах та композитних матеріалах. Подвійно 
періодичні системи тріщин в ізотропному матеріалі розглянуто у 
монографіях М.П. Саврука, О.М. Лінькова, Г.Т. Сулима [36, 84, 231] та 
великій кількості статей, зокрема, [241–244]. Значно менше робіт 
стосується подвійно періодичних систем тріщин в анізотропному 
середовищі. Серед них можна відзначити праці [232–234, 245, 246]. 

Важливість дослідження подвійно та потрійно періодичних задач 
зумовлена також можливістю за допомогою їхнього розв’язку вирішити 
проблему визначення та оптимізації ефективних механічних властивостей 
композитного матеріалу з регулярною структурою [36, 231, 244]. При 
побудові відповідних моделей армованого волокнами чи платівками 
композиту зміцнювальні елементи найчастіше описують тонкими 
абсолютно жорсткими включеннями [45, 244, 247]. У монографії [36] та 
статті [248] для задач антиплоскої деформації ці результати узагальнено 
на випадок систем тонких пружних включень. У книзі [239] методами 
рядів із поліномами Фабера розглянуто подвійно періодичні задачі для 
анізотропних пластинок із криволінійними глобулярними включеннями. 
У роботі [249] досліджено ефективні властивості композиту з 
анізотропною матрицею, що армована системою тонких гнучких 
включень. У праці [250] запропоновано узагальнену схему методу Морі –
 Танаки для вивчення ефективних характеристик магнітоелектропружних 
композитів із глобулярними вкладеними одне в одного включеннями. 
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При дослідженні ефективних характеристик середовищ із 
регулярними системами неоднорідностей за допомогою методів 
інтегральних рівнянь (чи граничних елементів) склалися три основні 
підходи. Перший, використаний Y. Liu [251], X. Zhu зі співавторами [185] 
та ін., розглядає середовище з багатьма включеннями (волокнами) без 
огляду на періодичну структуру. Мабуть вперше при вивченні 
динамічних пружних властивостей середовища із тонкими жорсткими 
включеннями такий підхід застосовано В.В. Михаськівим зі співавторами 
[252]. Численні дослідження, що стосуються моделювання та 
прогнозування ефективних характеристик п’єзоелектричних та 
п’єзомагнітних композитів здійснено Л.П. Хорошуном, М.О. Шульгою, 
Б.П. Масловим та їхніми учнями [253–259]. 

У другому підході розглядається лише один представницький елемент 
об’єму (representative volume element) композитного матеріалу з 
регулярною будовою. Зокрема, такий спосіб вивчення ефективних сталих 
композиту впроваджено в МГЕ у працях Y.J. Liu та X.L. Chen [260], 
C.Y. Dong та K.Y. Lee [244], C.Y. Dong [261] та ін. 

Третій підхід використовує спеціальні крайові інтегральні рівняння 
подвійно періодичних задач. Застосовуючи цей підхід A.M. Lin’kov та 
V.F. Koshelev [262] і О.М. Ліньков [231] розробили комплексний МГЕ для 
вивчення подвійно періодичних систем тріщин, отворів та глобулярних 
включень в ізотропному пружному середовищі. Унаслідок своєї 
напіваналітичної природи цей підхід дає можливість не тільки 
обчислювати коефіцієнти інтенсивності напружень регулярних систем 
тріщин чи концентрацію напружень на отворах і включеннях, а також 
визначати ефективні характеристики композитних матеріалів без 
додаткового розгляду межі представницького елемента об’єму та 
відповідних періодичних крайових умов на ній. Тому за числового 
моделювання розглядається лише поверхня тріщини чи отвору, що 
істотно зменшує розмір результуючої системи лінійних алгебричних 
рівнянь. 

Останній підхід широко використовується для високоточного 
кількісного аналізу подвійно періодичних систем тріщин та тонких 
включень. Зокрема, G.S. Wang [243] запропонував ефективний алгоритм 
вивчення взаємодії подвійно періодичних систем та підсистем тріщин в 
ізотропному пружному середовищі. J. Xiao та C. Jiang [246] вивчили 
антиплоску деформацію ортотропного середовища з подвійно 
періодичними системами тріщин різного розміру. Y.Z. Chen, N. Hasebe та 
K.Y. Lee [263] дослідили задачі взаємодії систем тріщин, зокрема, й 
періодичних, у пружних середовищах. J.H. Xiao, Y.L. Xu та C.P. Jiang 
[264] отримали замкнуті розв’язки для коефіцієнтів інтенсивності 



48                          ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2015. № 95 
 

 

напружень та електричної індукції, а також ефективні характеристики 
п’єзоелектричних матеріалів із подвійно періодичними системами 
електропровідних жорстких лінійних включень, що перебувають в умовах 
антиплоскої деформації. P. Malits [247] вивчив взаємодію подвійно 
періодичних систем жорстких лінійних включень в ізотропному 
середовищі. 

З огляду на розвиток нанотехнологій у виготовленні 
магнітоелектричних композитів дослідження п’єзоелектричних та 
магнітоелектропружних матеріалів із подвійно періодичними системами 
тонких включень чи тріщин є надзвичайно затребуваним, проте й значно 
складнішим завданням. 

Поєднані, гіллясті та ламані включення. Аналіз пружних ламаних 
чи перехрещених включень, в основному, стосується задач антиплоскої 
деформації. Зокрема у роботах [265, 266] розглянуто системи довільно 
орієнтованих злучених стрічкових пружних включень. У працях [267–
269] здійснено аналіз антиплоскої деформації середовища, що містить 
систему зв’язаних тонких жорстких включень, зокрема, у формі фасонних 
профілів кутника, тавра, двотавра тощо. 

У межах плоскої задачі теорії пружності розроблено методи опису 
тріщин ламаного профілю [81, 82, 84], а також перехрещених абсолютно 
жорстких включень [270, 271]. Гнучке пружне хрестоподібне включення 
розглянуте у роботі [272]. Питання ж аналізу гіллястих (розгалужених) 
тонких включень довільної жорсткості та геометрії до 2010 року 
залишалося цілком не дослідженим. 

Відшаровані включення та накладки. Частково відшаровані 
глобулярні еліптичні включення розглянуто у роботі [273]. Відшарування 
коротких волокон у композиті вивчено у праці [274]. Тривимірне поле 
напружень поблизу частково відшарованого жорсткого циліндричного 
волокна досліджено у статті [275]. Стосовно тонких включень, то в 
основному, досліджувалися тільки тонкі абсолютно жорсткі включення, 
однобічно відшаровані уздовж всієї довжини повністю чи за гладкого 
контакту з оточуючим матеріалом [40, 69, 276], а також з урахуванням 
тертя [69, 277, 278]. Взаємодію міжфазної тріщини та жорсткого 
однобічно відшарованого включення вивчено у роботі [279]. У працях 
В.Г. Попова та О.П. Мойсеєнка [68, 280] досліджено нестаціонарну 
задачу для тонкого жорсткого відшарованого включення за умов плоскої 
та антиплоскої деформацій. Розгляду пружних включень стосуються 
лише поодинокі роботи, наприклад, тонке однобічно повністю 
відшароване гнучке включення розглядається у праці [281]. Тонкі 
відшаровані включення в п’єзоелектричному матеріалі залишилися 
практично поза увагою дослідників. 



ISSN 2410-2547. Опір матеріалів і теорія споруд. 2015. № 95                        49 
 

 

Дослідження задач для підкріплених розвантажувальних отворів 
пластинчатих елементів конструкцій стосуються численні праці 
А.О. Сяського з учнями, зокрема й [282–284], що розвивають результати 
ґрунтовних досліджень з цієї тематики, здійснювані ще у 1950–70-х рр. 
Г.М. Савіним, М.П. Шереметьєвим, Н.П. Флейшманом, 
В.В. Божидарніком та іншими вченими [285–290]. У монографії [239] 
методами рядів розраховано концентрацію напружень в анізотропних 
пластинках із подвійно періодичними системами пружних кілець. У 
роботі [291] побудовано алгоритм визначення термонапруженого стану 
анізотропних пластинок із пружними кільцями. У праці [292] розглянуто 
розсіювання електромагнітних хвиль тонким діелектричним покривом на 
циліндрі. У роботі I. Benedetti та ін. [293] побудовано швидкий МГЕ для 
аналізу пошкоджених конструкцій із наклеєними тонкими 
п’єзоелектричними сенсорами, що моделюються методом скінченних 
елементів.  

Руйнування тіл із тонкими включеннями. Однією з основних 
проблем у дослідженні граничної рівноваги тіл із тонкими 
неоднорідностями є три можливі сценарії руйнування, пов’язані з місцем 
його зародження [36]: 1) у тілі поблизу вершини дефекту; 2) на спільній 
межі з основним матеріалом; 3) усередині включення. Не виключено, що 
процес руйнування може виникати також і на невеликій відстані від 
включення, або охоплювати реалізацію одночасно декількох сценаріїв. 

У літературі найбільше уваги приділено вивченню руйнування, що 
зароджується в тілі поблизу вершини дефекту. Тут слід відзначити роботи 
Л.Т. Бережницького, Р.С. Громяка, В.В. Панасюка та І.І. Труша [294, 295], 
в яких руйнування поблизу жорстких гострокінцевих включень пов’язане 
з радіальною складовою тензора напружень в околі вістря дефекту; 
E.E. Gdoutos [74, 296], де започатковано і розвинуто ідею застосування 
при вивченні граничного стану тіл із жорсткими тонкими чи 
гострокінцевими включеннями критерію стаціонарності густини енергії 
деформації G.C. Sih [297]; С.Ю. Попіни та Г.Т. Сулима [298], в якій у 
критеріальному співвідношенні для тонких пружних включень враховано 
як кільцеву, так і радіальну складові тензора напружень; М.М. Кундрата 
[299], де комплексно розглядаються механізми руйнування, спричинені 
відшаруванням та розривом включення тощо. Експериментального 
дослідження тонких жорстких включень, а також теоретичного вивчення 
включень у попередньо напружених матеріалах стосуються праці 
F. Dal Corso, D. Bigoni, M. Gei [300, 301], де руйнування пов’язано з 
радіальною складовою тензора напружень. У роботах М.М. Стадника та 
О.Є. Андрейківа [302] і В.П. Силованюка та Р.Я. Юхима [95, 303] 
опрацьовано теорію руйнування тонких податних включень на основі 
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вінклерової моделі. Достатньо повний огляд досліджень, що стосуються 
руйнування тіл із тонкими чи гострокінцевими жорсткими і пружними 
включеннями, можна знайти у монографії [36] та працях [298, 299]. 

Висновок. Дослідження проблематики взаємодії фізико-механічних 
полів у анізотропних структурно-неоднорідних тілах має широкі 
можливості для практичного застосування у конструюванні інноваційних 
продуктів і технології їхнього виготовлення, а також великі перспективи 
отримання важливих теоретичних результатів у механіці деформівного 
твердого тіла. 

Певним важливим кроком в опрацюванні цієї тематики і вирішення 
багатьох проблем, зокрема, побудови математичної теорії третинного 
піроелектричного ефекту, загальних принципів побудови 
фундаментальних розв’язків та суто крайових інтегральних рівнянь 
термомагнітоелектропружності, методів отримання моделей та аналізу тіл 
із тонкими накладками та неоднорідностями довільної гладкої чи ламаної 
(у т.ч. гіллястої) форми, визначення ефективних фізико-механічних 
характеристик магнітоелектричних композитів тощо, які не вдавалося 
вирішити до 2010 року є граничноелементний метод функцій стрибка, 
опрацьований у публікаціях [305–323]. Аналіз результатів, отриманих за 
допомогою цього методу вимагає окремого викладу. 
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Pasternak Ia.M., Sulym H.T., Pasternak R.M. 
STUDIES ON STRESS STATE OF SOLIDS MADE OF FUNCTIONAL STRUCTURALLY 
INHOMOGENEOUS MATERIALS: A REVIEW OF PUBLICATIONS TILL 2010 

 
The paper presents a review on the recent advances in the theoretical and experimental studies 

of functional (smart) materials and structures. Particular attention is paid to piezoelectric and 
magnetoelectroelastic materials, which internally couple mechanical, electric and magnetic fields 
and can operate as sensors or actuators. Modern smart magnetoelectroelastic materials consisting 
of piezoelectric and piezomagnetic phases are widely used due to the effect of electromagnetic 
coupling, which is hundred or even thousand times larger than that of a single crystal 
magnetoelectroelastic materials. The highest electromagnetic coupling due to the regular 
arrangement of phases is possessed by ferrite-piezoelectric nanostructures, in particular self-
assembled nanocomposite thin films. Ferroelectric materials are widely used in modern 
technologies, especially precise devices, due to the highest values of electro-mechanical coupling 
among other piezoelectric materials. In turn, all ferroelectric materials are pyroelectric ones, thus, 
polarize when heated or cooled. The presence of different defects (e.g. cracks or inclusions) can 
additionally cause high stress and electric displacement intensity under the applied thermal load, 
especially, when the pyroelectric material is not homogeneous, or consists of homogeneous parts 
bonded together. The paper presents a comprehensive review on the methods, especially numeric 
and analytic ones, used to study the influence of different fields on stress concentration at defects 
and fibers. The questions on fracture of defective solids with thin inclusions are also examined. 

Keywords: thermomagnetoelectroelasticity, crack, thin inclusion, anisotropic, composite, 
smart material 
 
 
Пастернак Я.М., Сулим Г.Т., Пастернак Р.М. 
ИЗУЧЕНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ТЕЛ ИЗ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 
СТРУКТУРНО НЕОДНОРОДНЫХ МАТЕРИАЛОВ: ОБЗОР ПУБЛИКАЦИ ДО 2010 Г. 

В работе произведен обзор современных научных исследований по изучению 
взаимодействия физико-механических полей в деформируемых твердых телах с тонкими 
неоднородностями, отверстиями, трещинами и другими дефектами. 

Ключевые слова: термомагнитоэлектроупругость, трещина, тонкое включение, 
анизотропный, композит, интеллектуальный материал 

 


