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Робота присвячена проблемі розробки єдиної методології на основі ефективного 
чисельного аналізу задач стійкості та власних коливань широкого класу неоднорідних 
оболонок, як тонких, так і середньої товщини. У задачах про власні коливання враховується 
наявність попереднього напруження конструкції від дії статичних навантажень, що істотно 
впливає на спектр власних коливань і дає можливість визначати точки біфуркації та 
значення критичної сили при втраті стійкості за динамічним критерієм. 
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Вступ. Тонкостінні пружні оболонки широко застосовуються у 
будівництві, авіабудуванні та у інших галузях техніки і відносяться до 
особливо відповідальних несучих конструкцій. Розповсюджене 
використання оболонок, як одного з головних конструктивних елементів, 
пов’язано з їхньою високою несучою спроможністю, легкістю та 
міцністю. Оболонкові конструкції можуть поєднувати у собі різноманітні 
конструктивні неоднорідності: ребра та накладки, підкріплені та 
непідкріплені отвори, виїмки, канали, місцеві потовщення, зломи 
серединної поверхні, багатошарову структуру матеріалу й інші 
особливості. 

Недоліком тонкостінних оболонкових конструкцій є можливість 
втрати ними стійкості. Тому дослідження нелінійного деформування та 
стійкості оболонки є важливою задачею. При цьому визначення частот і 
форм власних коливань оболонки дає змогу прослідкувати процес 
деформування конструкції при різних рівнях навантаження. 

До теперішнього часу є безліч публікацій, присвячених розрахунку 
гнучких оболонкових систем. За останнє десятиріччя кількість робіт за 
тематикою значно зросла [1-12]. Серед них велика увага приділяється 
вивченню пружних оболонок ступінчасто-змінної товщини [1,2,4,9,10,12]. 
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Дослідженню власних коливань оболонок з урахуванням 
переднапруженого стану присвячені поодинокі роботи [11,12]. У зв'язку з 
цим питання, що пов'язані з розробкою моделей нелінійного 
деформування тонких пружних оболонок неоднорідної структури, та 
проведення на їхній основі комплексного дослідження стійкості та 
власних коливань оболонок представляються актуальними і важливими. 

Постановка задачі. Розрахунки оболонок як систем з ускладненою 
структурою викликають не тільки обчислювальні, але й принципові 
методичні труднощі. Їхнє вирішення приводить до необхідності 
створення нових універсальних розрахункових моделей і розробки нових 
уточнених методів дослідження оболонок [1-3,5,7-9], які мають ширше 
коло використання, ніж традиційні методи розрахунку окремих класів 
оболонок. Найуспішніше ця проблема може бути розв'язана методом 
скінчених елементів (МСЕ) на основі розробки та застосування для 
неоднорідних оболонок універсальних просторових скінчених елементів 
(СЕ). Метою роботи є: 

 розробка комплексного підходу до розв'язування статичних задач 
геометрично нелінійного деформування та втрати стійкості широкого 
класу пружних неоднорідних оболонок складної форми та структури у 
поєднанні з методикою розрахунку неоднорідних оболонок на власні 
коливання з урахуванням переднапруженого стану на кожному кроці 
термосилового навантаження; 

 застосування розробленого методу до розрахунку тонкої оболонки 
на стійкість з визначенням форм і частот власних коливань. 

1. Методика комплексного чисельного аналізу нелінійного 
деформування та стійкості неоднорідних оболонок з визначенням 
власних коливань на кроці навантаження. Для розв’язування 
динамічних задач зазвичай застосовують два основні методи: статичний і 
енергетичний. Статичний метод ґрунтується на використанні рівнянь 
динамічної рівноваги, які відрізняються від рівнянь статичної рівноваги 
додатковим врахуванням сил інерції. Енергетичний метод ґрунтується на 
застосуванні закону збереження енергії. 

При побудові розв’язувальних рівнянь за МСЕ у роботі 
використовується перший підхід із застосуванням принципу можливих 
переміщень Лагранжа у поєднанні з принципом Даламбера [3, 13-17] 

   0
FE

FEFEFE QKW ,                           (1) 

де FEK , FEW  та FEQ  – роботи сил інерції, внутрішніх і зовнішніх сил СЕ, 


FE

 – сума за скінченними елементами скінченноелементної моделі 

оболонки (СЕМО). 
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Обчислення віртуальної роботи внутрішніх сил виконується за 
співвідношенням [1, 2] 

vdW ij
V

ij
FE

FE

  .                                         (2) 

Віртуальна робота сил інерції СЕ визначається як [16] 
vduuK 'i'i

V
FE

FE

   .                                      (3) 

При дослідженні напружено-деформованого стану оболонки, який 
виникає від дії термосилового навантаження, віртуальну роботу 
внутрішніх сил СЕ з врахуванням закону Дюамеля–Неймана подамо у 
вигляді [1, 2] 
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де kl
e
  – пружні деформації, поява яких у тілі спричинена виникненням 

внутрішніх напружень ij , що відповідають узагальненому закону Гука 

kl
eijklij C  ;                                             (5) 

ijklC – компоненти тензора пружних сталих; Tklkl
T

  – температурні 
деформації, що зумовлені зміною температури тіла на величину T  щодо 
його початкової температури 0T ; 

kl
ijklij C  ,    kl

T
ijklij

T
C  .                              (5’) 

Таким чином, (4) складається з двох доданків, які, маючи однакову 
структуру, виконують різні ролі при розв’язуванні задачі термопружності. 

Перший інтеграл являє собою віртуальну роботу внутрішніх сил FEW  
від повних деформацій 
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kl  ,                                              (6) 
що залежать від шуканих функцій переміщень 
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На основі цього інтегралу визначається ліва частина нелінійної системи 
розв’язувальних рівнянь МСЕ [1, 2, 16]. 
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Другий інтеграл являє собою віртуальну роботу внутрішніх сил, що 
залежить від температурних деформацій. На основі цього інтегралу 
отримується так звана матриця еквівалентних температурних 
навантажень [1, 2], яка в правій частині системи розв’язувальних рівнянь 
додається до матриці силових вузлових навантажень. Тому 
співвідношення (1) подається як 

   0
FE

FEFEFE PKW ,                            (8) 

де 

FEFEFE

T
WQP  .                                  (8’) 

Для задач статики співвідношення (8) набуває вигляду 
  0

FE
FEFE PW ,                                   (9) 

а для задач щодо вільних коливань –  
  0

FE
FEFE KW .                                (10) 

У роботі задача з визначення власних частот і форм коливань 
неоднорідної оболонки розв’язується кроковим методом за два етапи. 

На першому етапі розв’язується статична задача нелінійного 
деформування оболонки на кроці навантаження за методикою [1, 2], що 
реалізує розв’язання нелінійного рівняння (9). На цьому етапі при 
відповідних приростах навантаження знаходиться напружено-
деформований стан (НДС) оболонки: деформована форма (нові 
координати) та прирости полів переміщень і напружень. 

На другому етапі – навантаження «знімається», тобто навантаження 
приймається рівним нулю при новій формі та наявності 
переднапруженого стану оболонки. 

На цьому етапі власні частоти та форми коливань обчислюються до 
появи від’ємного значення основного тону (найнижчої) частоти, що 
відповідає моменту втрати стійкості оболонки. 

За динамічним критерієм навантаження, якому відповідає поява 
від’ємного значення основного тону частоти, приймається за критичне 
[18]. Надалі визначення частот власних коливань оболонки не 
виконується, а досліджується лише її закритична поведінка. Точність 
розрахунку на власні коливання оболонки з урахуванням 
переднапруженого стану підтверджується збігом величини верхнього 
критичного навантаження, з отриманим в інший спосіб. 

Таким чином, розроблений підхід дозволяє комплексно досліджувати 
геометрично нелінійне деформування та стійкість тонких і середньої 
товщини пружних оболонок неоднорідної структури та вивчати малі 
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коливання оболонок відносно відлікового деформованого стану, що 
викликаний довільним статичним навантаженням, з урахуванням великих 
переміщень і переднапруженого стану. 

2. Методика розв’язування геометрично нелінійних задач статики 
неоднорідних оболонок. З єдиних методологічних позицій просторової 
теорії термопружності в [1, 2] розроблено теоретичні положення, метод та 
обчислювальні процедури чисельного дослідження процесів геометрично 
нелінійного деформування, втрати стійкості та закритичної поведінки 
широкого класу тонких неоднорідних оболонок, що знаходяться в умовах 
складного термосилового навантаження. Під неоднорідністю оболонки 
розуміються її геометричні особливості у вигляді неперервно-змінної та 
ступінчасто-змінної товщини, зломів, отворів і неоднорідність матеріалу 
вздовж товщини й у плані. 

Дослідження процесів нелінійного деформування оболонок 
виконується на основі загальної лагранжевої постановки варіаційної 
задачі у приростах, коли траєкторія векторів деформацій та напружень 
будується за компонентами приростів скінченних деформацій та 
приростів напружень у базисі лагранжевої (супутньої) системи 

координат. Задача полягає в 
знаходженні нового НДС оболонки 
(приростів напружень та приростів 
скінченних деформацій у 
актуальній конфігурації) від дії 
довільних зовнішніх сил у 
приростах. Співвідношення, що в 
компактній тензорній формі 
описують НДС оболонки, 
подаються в місцевій криволінійній 

ix  та глобальній декартовій 'ix  
системах координат (рис. 1). 

Використана модель пружного нелінійно деформівного суцільного 
середовища при великих переміщеннях 'ku  і малих деформаціях kl . 
Матеріали шарів оболонки розглядаються як лінійно-пружні, властивості 
яких відповідають узагальненому закону Дюамеля–Неймана. 

Особливості НДС тонкої оболонки враховані двома гіпотезами: щодо 
сталості нормальних напружень обтиснення волокон шарів за напрямком 
товщини (слабкіша, ніж класична гіпотеза) та деформівної прямої [1, 2]. 
Остання гіпотеза забезпечує стиковку елементів без порушення 
сумісності за переміщеннями і координатами у процесі деформування. 
Шари оболонки жорстко поєднані між собою в монолітний пакет, 
деформуючись спільно без проковзування та відриву по поверхнях 

 

 
 

Рис. 1 
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контактів, на яких виконується вимога рівності компонент вектора 
переміщень. Температурне поле в об’ємі оболонки вважається відомою та 
незалежною від НДС функцією координат. 

На основі стандартного ізопараметричного просторового СЕ з 
полілінійними функціями форми для координат і переміщень розроблено 
універсальний просторовий скінченний елемент з додатковими змінними 
параметрами, на базі якого побудована розрахункова модель, що враховує 
неоднорідності матеріалу та геометричні особливості різних 
конструктивних елементів оболонки (змінність товщини, зломи та 
гранованість обшивки, складну форму ребер, накладок, виїмок, отворів, 
багатошарову структуру матеріалу). 

Для побудови розв’язувальних скінченноелементних співвідношень 
застосована моментна схема скінченних елементів (МССЕ) [1, 2, 14]. Для 
ізопараметричного просторового СЕ з полілінійними функціями форми 
для координат і переміщень відповідно до МССЕ функції повних 
деформацій ij  подаються у вигляді відрізків рядів Маклорена в околі 

центру СЕ ( 0321  xxx ). Відповідно до положень МССЕ, в рядах 
утримані тільки ті члени, які точно обчислюються і точно враховують 
зміщення елемента як жорсткого тіла, при цьому для даного СЕ 
деформації ij  в межах елемента визначаються як лінійні функції від ix . 

Розроблено алгоритм автоматизованого проходження діаграми 
“навантаження–прогин” (“ q – u ”) із визначенням особливих точок (точок 
розгалуження та критичних) для задач стійкості неоднорідних оболонок 
при комбінованій дії температурного та силового навантажень. Виконано 
чисельне обґрунтування достовірності та точності отримуваних 
нелінійних розв’язків, наприклад [1, 2, 19-24]. 

3. Врахування напруженого стану неоднорідної оболонки при 
визначенні власних коливань. Для визначення частот і форм власних 
коливань оболонки будемо розглядати оболонку в процесі крокового 
навантаження. У процесі коливань переміщення точок середовища 
оболонки будемо відраховувати від рівноважного стану. 

На s -му кроці поле термосилового навантаження (8’) 
1s s sP P P                                          (11) 

врівноважується відповідним полем напружень 
ij

s
ij
s

ij
s  1

 ,                                    (12) 
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1

1
1

s

k
ks PP  та 




 

1

1
1

s

k

ij
k

ij
s

  – навантаження та напруження, що 

накопичені на (s–1) кроках; kl

eijklij
s C   – приріст напружень на s -му 

кроці навантаження Ps ; ijklC  – компоненти тензора пружних сталих, що 

відповідають s-му кроку; kl

е
  – приріст пружних деформацій, що 

спричиняє приріст напружень ij
s . 

Обмежимося розглядом малих коливань оболонкової конструкції 
відносно деформованого рівноважного стану. Процедура лінеаризації 
співвідношень (10) полягає у наступному. 

Враховуючи (4), (5’), (8’) та (12), а також співвідношення 
ij

s
ij
s

ij
s  1


,                                    (12’) 

подаємо віртуальну роботу внутрішніх сил від приросту повних 
деформацій CEW  (4) у вигляді 

54321
FEFEFEFEFEFE WWWWWW  ,               (13) 

де 

vdCW
FEV

ij

l

kp

l
pijk

FE   1 ,   vdW
FEV

ij

n
ij

FE   2 ,   vdW
FEV

ij

l
ij

FE   3 , 

vdCW ij

l

V
kp

n
pijk

FE
FE

 4 ,   vdCW
FEV

ij

n

kp

n

kp

l
ijkp

FE   )(5 . 

Третій доданок у (13) вилучаємо з розгляду, оскільки на (s–1)-му кроці 

напруження ij
s 1  врівноважене навантаженням 1sP . Четвертий та п’ятий 

доданки мають нелінійні члени третього та четвертого порядків відносно 
функції переміщень і тому при лінеаризації нелінійних рівнянь ними 
нехтуємо. Таким чином, після лінеаризації нелінійних співвідношень (13) 
маємо 

21
FEFEFE WWW  .                                  (14) 

Віртуальну роботу внутрішніх сил від приросту повних деформацій 
FEW  (14) з використанням закону Коші–Гріна (7) та узагальненого 

закону Гука (5), враховуючи властивість симетрії компонент тензора 
пружних сталих, подаємо у вигляді 
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де 

pjik
s

ijkpijkp gCC
~

1


.                               (15’) 
Співвідношення (15) за формою збігається з варіацією нескінченно 

малих деформацій оболонки відносно ненапруженого стану 

vv d
x

u
x
uCCCdC

FEFE V
i

'm

k

'n
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j
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p
ijkp

V
ij

l

kp

l
pijk  







 .               (16) 

Таким чином, співвідношення МСЕ для попередньо напруженого (15) 
та ненапруженого (16) станів збігаються за виглядом, якщо при 
визначенні віртуальної роботи внутрішніх сил від приросту повних 
деформацій FEW  коригувати компоненти тензора пружних сталих за 
формулою (15’). Цей факт дозволяє на основі лінійних рівнянь істотно 
спростити процедуру отримання відповідних співвідношень МСЕ, у яких 
ураховується переднапруженний стан оболонки. 

Процедура інтегрування (15) звичайна для МСЕ. Застосувавши МССЕ, 
представивши функції напружень у вигляді відповідних до ij  рядів і 
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виконавши інтегрування аналітично, всі визначальні співвідношення для 
СЕ отримуються в явному вигляді. Здобуті залежності є універсальними: 
за ними на всіх ділянках оболонки ступінчасто-змінної товщини 
обчислюються коефіцієнти необхідних матриць СЕ. За невідомі функції 
прийняті узагальнені вузлові переміщення, які є сукупністю переміщень 
вузлів на серединній поверхні та різниці переміщень вузлів на 
обмежуючих поверхнях обшивки оболонки. При отриманні коефіцієнтів 
системи розв’язувальних рівнянь використовується методика, яка 
враховує ексцентричне розміщення СЕ відносно серединної поверхні 
оболонки на ділянках ступінчасто-змінної товщини. 

Алгоритм щодо визначення спектру нижчих частот і векторів власних 
коливань оболонок неоднорідної структури реалізується методом ітерації 
підпросторів [15]. 

У задачах про власні коливання враховується наявність попереднього 
напруження конструкції від різноманітних статичних навантажень, що 
істотно впливає на спектр власних коливань і дає можливість визначати 
точки біфуркації та значення критичної сили при втраті стійкості за 
динамічним критерієм. 

4. Стійкість і коливання квадратної у плані сферичної панелі при 
дії тиску. Розглядається квадратна в плані гладка сферична панель сталої 
товщини, що шарнірно оперта вздовж контуру та навантажується 
рівномірним тиском iнтенсивнiстю q (рис. 2). Матеріал оболонки – 
ізотропний. Кривизна панелі визначається параметром )(2 2 hRaK  , де 
a  – розмір всієї панелі у плані, R  – радіус серединної поверхні, h  – 
товщина. Прийнято такі вихідні данні: модуль пружності 

61012  .E  кг/см 2 , коефіцієнт 
Пуассона 30. , h =1 см, 

ha 60 , hR 225 , об’ємна вага 
-3107.85   кг/см 3 , прискорення 

вільного падіння 981g  см/с 2 . 
Результати досліджень подані з 
використанням безрозмірних 
параметрів )( 44 Ehqaq  , 

huu '' 11  , де 'u1  – прогин панелі 

вздовж осі 'x1 . Розглядались панелі ідеальної та неідеальної (збуреної) 
вихідної форм. 

За розрахункову скінченноелементну модель було прийнято дві схеми: 
ціла панель з рівномірною сіткою 16 16 СЕ і чверть панелі з сіткою 

 
Рис. 2. Полога сферична панель  

сталої товщини 
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8 8 СЕ. Як довели дослідження, прийняті сітки забезпечують збіжність 
розв’язків. 

Докладне дослідження нелінійного деформування та стійкості панелі 
за статичним критерієм, коли розв’язок задачі подається у вигляді діаграм 
“навантаження–прогин” наведено в [1,2]. У [22,23] для цієї панелі 
виконано порівняння з розрахунками, проведеними за допомогою 
програмних комплексів ЛІРА та SCAD, де отримано повний збіг 
розв’язків. 

4.1. Спочатку вивчалося питання про врахування в незбуреній СЕМО 
існуючих площин симетрії. Це пов’язано з тим, що використання площин 
симетрії вилучає можливі появи несиметричних форм деформування та 
коливання, особливих точок і гілок нелінійних розв’язків. Розглянуто два 
варіанти СЕМО: 1-й – ціла панель без площин симетрії, 2-й – чверть 
панелі з двома площинами симетрії. Результати досліджень показано на 
рис. 3 - 4 і наведено в табл. 1 - 2. Навантаження № 0 відповідає вихідному 
стану, коли панель не навантажена. На діаграмі “ q –u ” кружечками 
відмічено навантаження, при яких виконувався розрахунок на власні 
коливання (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3 Діаграми “навантаження–прогин” Рис. 4. Частоти власних коливань для 
СЕМО цілої (  ) та чверті ( ~ ) панелі 

 
У 1-му варіанті визначено, що втрата стійкості відбувається при 

навантаженні № 7 ( 1  є від’ємним, табл. 1). Згідно з динамічним 
критерієм значення навантаження 191.6q , яке відповідає частоті 
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1 , приймається за критичне в
крq . Для цього варіанта СЕМО 

отримано кратні частоти 21   (табл. 1). 
У 2-му варіанті отримано, що втрата стійкості відбувається при 

навантаженні № 11 ( 1 ~~  має від’ємне значення, табл. 1). Відповідне 

навантаження в
крq =194.1 на 1.3% більше, ніж у 1-му варіанті. 

Таблиця 1 
Порівняння нижчих частот власних коливань для двох варіантів 

розрахункових СЕМО при різних рівнях навантаження: 1-й варіант –  , 
2-й варіант – ~  

№ 
q  

1  2  3 / 1
~  4  5 / 2

~  6 / 3
~  

0 .53378e+3 .53378e+3 .54740e+3 .69124e+3 .79609e+3 .81664e+3 
   .54740e+3  .79609e+3 .81664e+3 
1 .51165e+3 .51165e+3 .53649e+3 .66655e+3 .76658e+3 .78817e+3 
   .53649e+3  .76658e+3 .78817e+3 
2 .46283e+3 .46283e+3 .50307e+3 .61388e+3 .71076e+3 .73122e+3 
   .50307e+3  .71076e+3 .50307e+3 
3 .36146e+3 .36146e+3 .43510e+3 .50919e+3 .60013e+3 .62064e+3 
   .43510e+3  .60013e+3 .62064e+3 
4 .28587e+3 .28587e+3 .36695e+3 .44483e+3 .54589e+3 .55704e+3 
   .36695e+3  .54589e+3 .55704e+3 
5 .18497e+3 .18497e+3 .30210e+3 .36883e+3 .46713e+3 .48017e+3 
   .30210e+3  .46713e+3 .48017e+3 
6 .61401e+2 .61401e+2 .21912e+3 .33078e+3 .42794e+3 .43779e+3 
   .21912e+3  .42794e+3 .43779e+3 
7 -.28992e+5 -.28992e+5 .17155e+3 .33099e+3 .42306e+3 .43369e+3 
   .17155e+3  .42306e+3 .43369e+3 
8    

.15189e+3 
  

.41757e+3 
 
.42908e+3 

9    
.11824e+3 

  
.41026e+3 

 
.42304e+3 

10    
.37174e+2 

  
.40263e+3 

 
.41733e+3 

11    
-.93272e+5 

  
.39843e+3 

 
.41587e+3 

 
Для обох варіантів розрахункової моделі в табл. 2 наведено результати 

порівняння частот і форм власних коливань панелі для вихідного 
(ненавантаженого, № 0) стану. Видно, що розрахункова модель з 
площинами симетрії (2-й варіант) виключає кососиметричні форми 
коливань. Частоти, що відповідають симетричним формам, для обох 
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варіантів повністю збігаються. Характер коливань панелі для інших 
рівнів навантаження не змінюється (рис. 4, табл. 1). 

Таблиця 2 
Нижчі частоти та відповідні форм власних коливань для двох 

розрахункових СЕМО при відсутності навантаження (№ 0) 
 

Ціла панель (1-й варіант) 
 =1  6 .53378e+3 .53378e+3  .54740e+3 .69124e+3 .79609e+3 .81664e+3 
Форма 
коливань 

      

Чверть панелі з двома площинами симетрії (2-й варіант) 

~ =1  3   .54740e+3  .79609e+3 .81664e+3 

 
Дослідження врахування переднапруженого стану панелі показало, що 

неврахування накопиченого напруження (враховувався лише новий 
деформований стан оболонки) приводить до збільшення жорсткості 
панелі та невірного визначення в

крq  та частот (рис. 5). 
 

  
Рис. 5. Врахування та неврахування 

переднапруженого стану 
Рис. 6. Вплив початкової недосконалості 
форми оболонки на втрату стійкості та 

частоту основного тону панелі 
 

4.2. Досліджувався вплив на частоти та форми власних коливань 
панелі несиметричного збурення у вигляді початкових недосконалостей 
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)2(sin  внесених у вихідну форму серединної поверхні оболонки [1, 2]. 
На підставі проведеного вище дослідження подальший аналіз впливу 
початкових несиметричних недосконалостей на стійкість і власні 
коливання панелі слід виконувати по 1-му варіанту СЕМО. 

За величину параметра збурення прийнято  =0.01 (табл. 3). Одержана 
діаграма “ q – u ” має вигляд нової кривої “ 'c'oa ” на відміну від кривої 
“ oac ”, що відповідає  =0 (рис. 3, рис. 6). Відповідна величина верхнього 
критичного навантаження ( в

крq =182.1) відрізняється від отриманого при 

 =0 (табл. 1) на -5%. Зниження величини критичного навантаження 
впливає на розходження діаграм “навантаження – частота” (“ q – ”) при 

підході до в
крq  (рис. 6). 

Через внесення малого збурення у вихідну форму СЕМО нижчі 
частоти власних коливань, які для випадку  =0 були отримані кратними 
( 21  , табл. 1), при  =0.01 вже не є кратними, при цьому вони 
різняться між собою на малу величину ( 21  , табл. 3). 

Таблиця 3 
Частоти власних коливань панелі з початковою недосконалістю форми 

( 010. ) при різних рівнях навантаження  (16 16 CE) 

№ 
q  

1  2  3  4  5  6  

0 .53320e+3 .53375e+3 .54798e+3 .69128e+3 .79610e+3 .81664e+3 
1 .51131e+3 .51161e+3 .53683e+3 .66660e+3 .76659e+3 .78817e+3 
2 .46252e+3 .46276e+3 .50336e+3 .61395e+3 .71077e+3 .73122e+3 
3 .36102e+3 .36113e+3 .43538e+3 .50935e+3 .60008e+3 .62059e+3 
4 .28420e+3 .28471e+3 .36789e+3 .44540e+3 .54570e+3 .55687e+3 
5 .25080e+3 .25196e+3 .34094e+3 .42289e+3 .52429e+3 .53336e+3 
6 .21031e+3 .21152e+3 .31673e+3 .39602e+3 .49491e+3 .50440e+3 
7 .17224e+3 .17626e+3 .29408e+3 .38299e+3 .47893e+3 .48787e+3 
8 .14794e+3 .15620e+3 .28459e+3 .37973e+3 .47228e+3 .48144e+3 
9 .10878e+3 .11897e+3 .27448e+3 .37371e+3 .45824e+3 .47095e+3 
10 -.19149e+5 .50649e+2 .27119e+3 .38402e+3 .45173e+3 .47008e+3 

 
 
Висновки 
1. Розроблено комплексний підхід до розв'язування статичних задач 

геометрично нелінійного деформування та втрати стійкості пружних 
оболонок у поєднанні з методикою розрахунку тонких і середньої 
товщини оболонок на власні коливання з урахуванням переднапруженого 
стану на кожному кроці навантаження. 
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2. Розроблений метод застосовано до розрахунку тонкої оболонки 
сталої товщини на стійкість з визначенням частот і форм власних 
коливань. 

3. Дослідження коливань оболонки необхідно виконувати з 
урахуванням нового деформованого стану та передісторії її напруження. 
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Bazhenov V.A., Krivenko O.P., Legostaev А.D. 
STABILITY AND NATURAL VIBRATIONS OF INHOMOGENEOUS SHELLS TAKING 
INTO ACCOUNT THE STRESS STATE 

The work is devoted to the problem of developing a unified methodology based on the 
efficient numerical analysis of problems of stability and natural vibrations of a wide class of 
inhomogeneous shells, thin and medium thickness. In problems of its natural vibrations takes into 
account the presence of a pre-stressed state of the structure from the action of static loads, which 
significantly affect the spectrum of natural vibrations and allows determining the bifurcation point 
and the value of the critical force of buckling by dynamic criteria. 

Keywords: thin elastic shell, geometrically nonlinear deformation, natural vibrations, 
universal solid finite element. 

 
 

Баженов В.А., Кривенко О.П., Легостаєв А.Д. 
УСТОЙЧИВОСТЬ И СОБСТВЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ НЕОДНОРОДНЫХ 
ОБОЛОЧЕК С УЧЕТОМ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ 

Работа посвящена проблеме разработки единой методологии на основе эффективного 
численного анализа задач устойчивости и собственных колебаний широкого класса 
неоднородных оболочек, как тонких, так и средней толщины. В задачах о собственных 
колебаниях учитывается наличие преднапряженного состояния конструкции от действия 
статических нагрузок, что существенно влияет на спектр собственных колебаний и 
позволяет определять точки бифуркации и значение критической силы при потере 
устойчивости по динамическому критерию. 

Ключевые слова: тонкая упругая оболочка, геометрически нелинейное 
деформирование, собственные колебания, универсальный пространственный конечный 
элемент. 
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