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Розглянуто методику врахування у скінченноелементній моделі оболонки неоднорідної 
структури мікромеханічних параметрів складових композитного матеріалу, що армований 
односпрямованими волокнами. Визначення ефективних характеристик матеріалу 
реалізується за структурними параметрами його компонентів на основі відомих методик 
прогнозування пружних сталих для даної моделі композитного матеріалу. Наведено 
результати чисельних досліджень багатошарової композитної панелі з використанням 
різних мікромеханічних методик. 

Ключові слова: тонка пружна оболонка, багатошаровий скінченний елемент, 
композитний матеріал, мікромеханічні параметри. 
 

Вступ. В останній час композитні матеріали знаходять все ширше 
застосування в авіакосмічній і суднобудівній техніці, промисловому та 
транспортному будівництві, ядерній та електротехнічній промисловості 
та багатьох інших провідних галузях сучасної техніки, оскільки за своїми 
характеристиками (властивостями) вони можуть бути ефективнішими за 
традиційні матеріали. 

Композитні матеріали (КМ) або композити відносяться до принципово 
нових штучно створюваних матеріалів [1-3]. Найбільш дослідженими в 
теорії композитів та найпоширенішими на практиці композитними 
матеріалами є матеріали з волокнистою структурою [4-7]. Конструкції, 
що створені з КМ даної структури, відзначаються високою несучою 
спроможністю за вибраними напрямками. Ці матеріали часто 
використовуються в тонкостінних оболонкових конструкціях, які мають 
невелику масу і різноманітні геометричні форми [1, 2, 8, 9]. Висока 
міцність КМ при відносно малій об’ємній вазі, стійкість щодо 
атмосферних впливів, а також низка інших цінних властивостей 
визначають їхню ефективність і перспективність у застосуванні [10]. 
Зростаючі потреби практики та впровадження нових композитних 
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матеріалів вимагають подальшого удосконалення методів розрахунку 
оболонкових конструкцій неоднорідної структури [11]. 

У монографіях [12, 13] описано розроблений скінченноелементний 
метод і результати досліджень статичних задач геометрично нелінійного 
деформування, стійкості та закритичної поведінки оболонок різної форми 
та структури при дії силових і температурних полів. Робота, що 
пропонується, присвячена поширенню розробленого методу [12, 13] на 
задачі дослідження тонких неоднорідних оболонок, шари яких виконані з 
композитного матеріалу волокнистої структури і є продовженням робіт 
[14, 15], в яких наведено методику врахування характеристик 
композитного матеріалу в скінченноелементній моделі оболонки 
неоднорідної структури. 

Постановка задачі та її вирішення. Скінченноелементний метод 
[12, 13] розроблено з єдиних методологічних позицій тривимірної теорії 
термопружності для широкого класу тонких пружних неоднорідних 
оболонок складної структури. Під неоднорідністю оболонки розуміються 
її геометричні особливості у вигляді неперервно- та ступінчасто-змінної 
товщини, зломів, отворів і неоднорідність матеріалу вздовж товщини й у 
плані. Тонкі неоднорідні оболонки розглядаються як тривимірні тіла з 
позицій просторової теорії термопружності з використанням апарата 
тензорного числення. Співвідношення, що в компактній формі описують 
напружено-деформований стан (НДС) оболонки, подаються в місцевій 
криволінійній ix  та глобальній декартовій 'ix  системах координат. 
Дослідження процесів нелінійного деформування оболонок виконується 
на основі загальної лагранжевої постановки варіаційної задачі у 
приростах, коли траєкторія векторів деформацій та напружень будується 
за компонентами приростів скінченних деформацій та приростів 
напружень у базисі лагранжевої (супутньої) системи координат. Задача 
полягає в знаходженні нового НДС (приростів напружень і приростів 
скінченних деформацій у актуальній конфігурації) і побудова нової 
геометрії (деформованої форми) оболонки від дії приростів зовнішніх 
сил. 

Особливості НДС тонкої оболонки враховані двома гіпотезами. 
Застосована некласична кінематична гіпотеза деформівної прямої у 
напрямку товщини оболонки (вздовж осі 1x ), яка залишається прямою і 
після деформування, скорочуючись чи подовжуючись. Шари оболонки 
жорстко поєднані між собою в монолітний пакет, деформуючись спільно 
без проковзування та відриву по поверхнях контактів, на яких 
виконується вимога рівності компонент вектора переміщень. Гіпотеза 
забезпечує достовірність результатів у задачах стійкості та коливань 
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тонких багатошарових оболонок при накладанні певних обмежень на 
властивості матеріалів шарів. У статичній гіпотезі напруження 11

n  
обтиснення волокон шарів оболонки за товщиною прийняті сталими 
вздовж осі 1x . 

Використана модель пружного нелінійно деформівного суцільного 
середовища при великих переміщеннях 'ku  і малих деформаціях kl , 

компоненти яких є лінійними функціями напружень ij . Зв’язок між 
компонентами тензорів деформацій і напружень для анізотропного 
матеріалу встановлений узагальненим законом Дюамеля–Неймана. 

На базі універсального ізопараметричного просторового скінченного 
елемента (СЕ) з полілінійними функціями форми та введеними 
додатковими змінними параметрами побудовано розрахункову модель 
методу скінчених елементів, що враховує одним СЕ за товщиною 
геометричні особливості конструктивних елементів (змінність товщини, 
злами та гранованість обшивки, ребра, накладки, виїмки, отвори) і 
неоднорідності матеріалу (вставки та багатошарову структуру) тонкої 
оболонки. Для отримання розв’язувальних рівнянь застосована моментна 
схема скінченних елементів (МССЕ). 

Для моделювання термопружних властивостей неоднорідного 
матеріалу оболонки застосовано підхід, що базується на структуруванні 
неоднорідностей матеріалу за товщиною та у плані оболонки за 
допомогою багатошарового просторового СЕ. Матеріали шарів 
представляються як однорідні анізотропні матеріали з заданими 
термопружними властивостями. Прийнято [14], що будь-які матеріали 
шарів, термопружні властивості яких задаються безпосередньо через 
відомі технічні сталі, відносяться до класу традиційних матеріалів. Ті 
матеріали, властивості яких визначаються через мікромеханічні 
характеристики їхніх компонентів, відносяться до класу композитних 
матеріалів. 

Таким чином, у рамках створеної моделі багатошаровий скінченний 
елемент можна використовувати як СЕ, що дозволяє моделювати 
матеріал оболонки різними типами традиційних і композитних матеріалів 
шарів. У межах одного СЕ волокнистий матеріал природно приймається 
як односпрямований, тобто всі волокна прямі, паралельні та спрямовані в 
одному напрямку. В різних СЕ прямі волокна можуть мати різні 
напрямки. За рахунок цього можна моделювати криволінійну анізотропію 
матеріалу шару неоднорідної оболонки [14, 15]. Враховуючи, що 
визначення ефективних характеристик реалізується за структурними 
параметрами компонентів матеріалу, тому на цьому етапі розроблену 
методику можна розглядати власне як мікромеханічну модель. 
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Для визначення ефективних пружних характеристик 
односпрямованого волокнистого композитного матеріалу в механіці 
композитних матеріалів існують різні мікромеханічні методики 
прогнозування констант пружності волокнистих композитів [7, 16-22], що 
побудовані на основі низки гіпотез і припущень. На основі цих 
припущень матеріал в шарі СЕ можна вважати трансверсально-
ізотропним. Ефективними термопружними сталими для трансверсально-
ізотропної моделі КМ є [12, 13, 15]: 

E , E  – модулі пружності для розтягу-стиску в площині ізотропії та в 
напрямку нормальному до неї (в напрямку волокон); 

 ,   – коефіцієнти Пуассона, які характеризують скорочення в 
площині ізотропії при розтягу в цій площині та напрямку нормальному до 
неї; 

   12EG  – модуль зсуву для площини ізотропії; 
G  – модуль зсуву для площин, які нормальні до площини ізотропії; 
 , '  – коефіцієнти термічного розширення. 
Вказані ефективні сталі односпрямованого волокнистого 

композитного матеріалу шару визначаються за відповідними 
мікромеханічними параметрами компонентів матеріалу (волокна « f » та 
матриці « m »): fE , mE  - модулі пружності; fG , mG  - модулі зсуву; f , 

m  - коефіцієнти Пуассона; f , m  - коефіцієнти термічного 

розширення; fd  - діаметр волокна; fi  - частота армування (тобто 

кількість волокон на одиницю ширини перерізу елементарної комірки); 
fc  – параметр, що характеризує відносний об’ємний вміст волокон у 

матеріалі VVic fff   (він називається коефіцієнтом армування або 

інтенсивності армування композиту, де V  – об’єм елементарної комірки 
КМ ( 000 lbhV  ), fV  - об’єм волокна ( 0lSV ff  ), fS – площа перерізу 

волокна, 0h , 0b , 0l  – товщина, ширина, довжина армованої комірки). 
Відомо [2], що вміст волокон у матриці може змінюватися у досить 

широких межах, теоретично досягаючи 91% об'єму комірки. Проте у 
реальних умовах об'ємна частка волокон у 80% вже призводить до 
погіршення властивостей волокнистого композиту. Окрім того, у 
більшості КМ при fc >0,70-0,80 виявляється схильність до утворення 

тріщин і розшарувань, тому ці значення прийнято вважати верхньою 
межею для більшості матеріалів [2]. При дуже малих значеннях fc  
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крихкі волокна не можуть обмежити деформацію матриці та руйнуються. 
При цьому матриця ще має запас міцності та сприймає навантаження. У 
цьому випадку міцність КМ нижча за міцність неармованої матриці, 
оскільки наявність волокна рівнозначна введенню в матрицю 
ниткоподібних пор. 

У методиці [15] визначення ефективних характеристик 
односпрямованого волокнистого КМ реалізується за структурними 
параметрами компонентів матеріалу на основі відомих мікромеханічних 
моделей прогнозування фізико-механічних сталих, до яких відносяться 
[7, 15-22]: 
 модель Е. Рейсcа і В. Фойгта або правило суміші (Р–Ф), 
 модель О.А. Кільчинського, З. Хашіна і Б. Розена (К–Х–Р), 
 підхід Д.С. Аболіньша (А), 
 модель Г.А. Ваніна (В). 

Результати чисельних досліджень збіжності та точності розв’язків, що 
виконані за розробленою методикою з використанням методів 
прогнозування ефективних пружних характеристик (мікромеханічних 
методик), для лінійних задач статики згину тонких композитних 
пластинок наведено в [15]. У цій роботі виконано порівняльний аналіз 
результатів розрахунку неоднорідних пластин за моментною схемою 
скінченних елементів та з використанням програмного комплексу 
NASTRAN [23]. Отримано повний збіг розв’язків. 

Зазначимо, що вивчення питань збіжності розв’язків у лінійних 
задачах дозволяє дослідити основні властивості скінченного елемента та 
методу розрахунку. Це пов’язано з тим, що методики розв’язування 
багатьох нелінійних задач звичайно зводяться до багаторазового 
розв’язання лінеаризованих систем рівнянь, а ефективність цих методик у 
значній мірі визначається ефективністю та точністю лінійного розрахунку 
оболонок і пластин. Тому доцільним є починати вивчення питань 
збіжності та точності розв’язків у першу чергу на лінійних задачах. 
Ефективність досліджуваних СЕ краще виявляється при розрахунках 
конструкцій, що чутливі до урахування жорстких зміщень. До цих 
об’єктів відносяться пластини та оболонки, для яких є характерним 
наявність відносно великих переміщень при малих деформаціях. 

Результати розрахунку та аналіз розв’язків. Застосування в 
розробленій методиці [12, 13] методів прогнозування ефективних 
пружних характеристик (мікромеханічних методик) [14, 15] вимагає 
проведення подальших досліджень по обґрунтуванню використання 
зазначених методик. У роботі проаналізовано вплив на напружено-
деформований стан багатошарових композитних оболонок використання 
чотирьох різних мікромеханічних моделей прогнозування ефективних 
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пружних характеристик матеріалу [15]: (Р–Ф), (К–Х–Р), (А), (В). 
Розрахунки виконано за МССЕ для трьох значень коефіцієнта відносного 
об’ємного вмісту волокон fc =0.35, 0.55, 0.78. Коефіцієнт армування 

композиту fc =0.35 відповідає низькій, fc =0.55 – середній, fc =0.78 – 
високій концентрації волокон. 

Розглядаються тонкі пологі квадратні у плані сферичні панелі, що 
характеризуються параметром кривизни 24K , де )hR(aK 22  [24], 
h  – товщина, a  – розмір у плані, R  – радіус серединної поверхні. 
Оболонки жорстко затиснуті за контуром і навантажені рівномірним 
нормальним тиском інтенсивністю q . 

Розглянуто одно-, дво-, три- та багатошарові оболонки, шари яких 
виготовлено з волокнистого односпрямованого КМ і мають перехресну 
схему армування. Шари багатошарової панелі однакової товщини. Взяті 
такі вихідні дані: a = 200 h , h = 1 см, q = 1 кг/см2; матеріал – полімерний 
вуглепластик [7, 15]: епоксидна матриця ЭД-20 53,Em  ГПа, 320,m  ; 
вуглецеві волокна ЛУ-3 250fE ГПа, 30,f  . За розрахункову в усіх 

випадках приймалася скінченноелементна модель у вигляді чверті 
оболонки, що має дві площини симетрії, вісь 'x1  направлена за 
товщиною. 

Розв’язки за МССЕ швидко збігаються. Дослідження їхньої збіжності 
показало практичний збіг результатів для сіток 8 8, 12 12 та 16 16 СЕ. 
За розрахункову прийнято сітку 8 8 СЕ. 

Оцінка впливу на напружено-деформований стан панелі використання 
різних мікромеханічних моделей показала наступне (рис. 1-2). 

1. Одношарова композитна панель, в якій волокна направлені вздовж 
осі 'x2  (рис. 1, а). При низькій fc =0.35, середній fc =0.55 та високій 

концентрації волокон fc =0.78 використання типу моделі практично не 

впливає на розв’язки. При високій частці волокон fc =0.78 
спостерігається незначна розбіжність розв’язків, найбільше це 
проявляється для моделі К–Х–Р. Незначний вплив використовуваних 
моделей КМ на НДС одношарової оболонки можна мабуть пояснити 
однорідною за товщиною структурою матеріалу. На рисунках напрямок 
розташування волокон має відповідні позначення. Розбіг розв’язків 
вздовж осі 'x3  можна пояснити наявністю більшої внутрішньої різниці у 
визначенні величин поперечних ефективних характеристик [див. 15]. 
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Рис. 1. Форми деформування одношарової, двошарової та тришарової панелей 
для різного вмісту волокон при використанні чотирьох мікромеханічних методик 

прогнозування пружних сталих 
 

2. Двошарова композитна панель, в якій волокна в шарах направлені 
перехресно: у першому шарі армування є вздовж осі 'x2 , у другому – 
вздовж осі 'x3  (рис. 1, б). Як і очікувалось, оскільки напрямки армування 
в шарах рівноправні, тому для кожної моделі деформування за осями 'x2  
та 'x3  є однаковим. 

Отримано деякий вплив на НДС двошарової пластинки використання 
моделі КМ. Використання моделі К–Х–Р для всіх значень fc  підвищує 

жорсткість панелі, а використання моделі Р–Ф зменшує її жорсткість. 
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Моделі Аболінша та Ваніна є проміжними. Цей вплив можна мабуть 
пояснити значними відхиленнями для них величин поперечних 
ефективних фізико-механічних характеристик, що проявилося при 
істотній неоднорідності матеріалу за товщиною оболонки. 

Зазначимо, що в [15] для відповідної двошарової пластинки ( 0K ) 
отримано більш відчутний вплив використання моделі прогнозування 
пружних сталих на розв’язок задачі. 

3. Тришарова композитна панель, в якій волокна в шарах направлені 
перехресно: у першому та третьому шарах – вздовж осі 'x2 , у другому – 
вздовж осі 'x3  (рис. 1, в). Для цієї панелі використання методик 
прогнозування ефективних характеристик практично не впливає на 
розв’язки – форми деформування збігаються. Як у випадку одношарової 
оболонки, для моделі К–Х–Р спостерігається незначне відхилення форми 
деформування в поперечному напрямку від форми, що отримана при 
використанні інших моделей. 

4. Багатошарова композитна панель, в якій волокна в шарах 
направлені перехресно: у непарних шарах – вздовж осі 'x2 , у парних – 

вздовж осі 'x3 . Розглянуто панель, 
що складається з 21 шару (рис. 2). 

Для багатошарової оболонки з 
відповідною концентрацією 
волокон fc  зіставлення форм 
деформування показало практично 
повний збіг розв’язків при 
використанні різних 
мікромеханічних методик 
прогнозування ефективних 
характеристик КМ. Виняток 
складає, як і вище, застосування 
моделі К–Х–Р, яка для всіх 
розглянутих багатошарових панелей 
підвищує їхню жорсткість. 

Характер деформування багатошарової оболонки відповідає 
деформуванню панелі з однорідною за товщиною структурою матеріалу, 
що проявляється збігом форм деформування за осями 'x2  та 'x3 . 

Висновки. Скінченно-елементний метод розв’язання статичних задач 
щодо геометрично нелінійного деформування, стійкості та закритичної 
поведінки оболонок різної форми та структури при дії силових і 
температурних полів поширено на задачі дослідження тонких 

 
Рис. 2. Форми деформування  

багатошарової КМ панелі 
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неоднорідних оболонок, шари яких виконані з композитного матеріалу 
волокнистої структури. Для моделювання термопружних властивостей 
неоднорідного матеріалу оболонки застосовано підхід, що базується на 
структуруванні неоднорідностей матеріалу за товщиною та у плані 
оболонки за допомогою багатошарового просторового СЕ. У рамках 
моделі багатошаровий скінченний елемент можна використовувати як СЕ, 
що дозволяє моделювати матеріал оболонки різними типами традиційних і 
композитних матеріалів шарів. Визначення ефективних характеристик 
односпрямованого волокнистого КМ реалізується за структурними 
параметрами його компонентів на основі відомих мікромеханічних 
моделей прогнозування фізико-механічних сталих. 

Наведено результати чисельних досліджень збіжності розв’язків 
лінійних задач статики для тонких пологих одно-, дво-, три- та 
багатошарових композитних панелей. На відміну від шаруватих 
композитних пластинок ( 0K ) для пологих панелей з 24K  отримано 
незначний вплив на їх деформування від застосування моделі 
прогнозування ефективних пружних сталих при відповідних 
розглядуваних концентраціях волокон fc . 

Наступним етапом роботи є розв’язання задач нелінійного 
деформування та стійкості неоднорідних пружних оболонок з 
композитного матеріалу. Отримані нові результати можуть бути 
використані при проектуванні елементів несучих оболонкових 
конструкцій неоднорідної структури. 
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Баженов В.А., Кривенко О.П.  
ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДИК ПРОГНОЗИРОВАНИЯ УПРУГИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
КОМПОЗИТНОГО МАТЕРИАЛА В КОНЕЧНОЭЛЕМЕНТНОЙ МОДЕЛИ 
ОБОЛОЧКИ НЕОДНОРОДНОЙ СТРУКТУРЫ 

Рассмотрена методика учета в конечноэлементной модели оболочки неоднородной 
структуры микромеханических параметров компонентов композитного материала, 
армированного однонаправленными волокнами. Определение эффективных характеристик 
материала реализуется по структурным параметрам его составляющих на основе известных 
методик прогнозирования упругих постоянных для данной модели композитного материала. 
Приведены результаты численных исследований многослойной композитной панели с 
использованием различных микромеханических методик. 

Ключевые слова: тонкая упругая оболочка, многослойный конечный элемент, 
композитный материал, микромеханические параметры. 
 
Bazhenov V.A., Krivenko O.P.  
APPLICATION OF TECHNIQUES FOR PREDICTING ELASTIC PROPERTIES OF THE 
COMPOSITE MATERIAL IN THE FINITE ELEMENT MODEL OF THE SHELL WITH 
INHOMOGENEOUS STRUCTURE 

The method of accounting of the finite element model of the shell inhomogeneous structure of 
the micromechanical component parameters of a composite material is considered. By the 
inhomogeneity of a shell is meant that (i) its thickness is continuously or stepwise variable and (ii) 
it consists of combinations of multilayer stacks along the thickness and in plan. The casing of the 
shell and the ribs reinforcing it can consist of an arbitrary number of layers of varying thickness 
bonded into a single piece. Each layer can be anisotropic and different from the others. Thus, thin 
multilayer shells of variable thickness and complex geometry are considered as three-dimensional 
bodies that can be reinforced with ribs and cover plates, weakened by cavities, channels, and holes, 
and have sharp bends in the mid-surface.  

To simulate the elastic properties of a non-uniform shell material, an approach is used that is 
based on structuring the material inhomogeneities in thickness and in the shell plane using a 
multilayer spatial finite element. Materials of the shell layers are presented as homogeneous 
anisotropic materials with specified elastic properties. It is accepted that any layer materials whose 
elastic properties are set directly as known technical constants are classified as traditional 
materials. Those materials whose properties are determined through the micromechanical 
characteristics of their components belong to the class of composite materials. 

Determination of the effective characteristics of a composite material reinforced with 
unidirectional fibers is realized by the structural parameters of its components on the basis of 
known methods for predicting elastic constants for a given material model. The results of 
numerical studies of a multilayer composite panel using various micromechanical techniques are 
presented. 

Key words: thin elastic shell, multilayer finite element, composite material, micromechanical 
parameters. 
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Баженов В.А., Кривенко О.П. «Застосування методик прогнозування пружних 
характеристик композитного матеріалу в скінченноелементній моделі оболонки 
неоднорідної структури» / Опір матеріалів і теорія споруд: наук.-тех. збірн. – К.: КНУБА, 
2017. – Вип. 98. – С. 3-15. 
Розглянуто методику врахування у скінченноелементній моделі оболонки неоднорідної 
структури мікромеханічних параметрів складових композитного матеріалу, що армований 
односпрямованими волокнами. 
Табл. 0. Іл. 2. Бібліогр. 24 назв. 
 
Баженов В.А., Кривенко О.П. «Применение методик прогнозирования упругих 
характеристик композитного материала в конечноэлементной модели оболочки 
неоднородной структуры» / Сопротивление материалов и теория сооружений: науч.-тех. 
сборн. – К.: КНУСА,, 2017. – Вып. 98. – С. 3-15. – Укр. 
Рассмотрена методика учета в конечноэлементной модели оболочки неоднородной 
структуры микромеханических параметров компонентов композитного материала, 
армированного однонаправленными волокнами. 
Табл. 0. Ил. 2. Библиогр. 24 назв. 
 
Bazhenov V.A., Krivenko O.P. “Application of techniques for predicting elastic properties of 
the composite material in the finite element model of the shell with inhomogeneous structure” 
/ Strength of Materials and Theory of Structures: Scientific-and-technical collected articles – Kyiv: 
KNUBA, 2017. – Issue 98. – P.3-15. – Ukr. 
The method of accounting of the finite element model of the shell inhomogeneous structure of the 
micromechanical component parameters of a composite material reinforced with unidirectional 
fibers is considered. 
Tabl. 0, Fig. 2, Bibliograf. 24 ref. 
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