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Досліджена стохастична стійкість параметричних коливань гіперболічного параболоїда при 
дії дельта-корельованого стохастичного навантаження у середньому на основі моментних 
функцій фазових координат другого порядку. Система диференціальних рівнянь першого 
марківського наближення для других моментів зі сталими коефіцієнтами отримана за допомогою 
функціонального підходу,  методу скінченних елементів та асимптотичного методу, що базується 
на розкладанні статистичних характеристик розв’язків динамічної задачі за малим параметром. 
Виконано якісний аналіз режимів стохастичних параметричних коливань гіперболоїда при дії 
поверхневого тиску за допомогою прямого методу чисельного інтегрування Рунге-Кутти 
четвертого порядку та характеристичних показників Хілла. Визначені області динамічної 
нестійкості гіперболічного параболоїда та критичні значення стохастичного навантаження.  

Ключові слова: нелінійна стійкість, стохастична стійкість, параметричні коливання, 
функціональний підхід, гіперболічний параболоїд. 
 

Вступ. Значний вклад в загальну теорію динамічної стійкості пружних 
систем, в тому числі в дослідження параметричних коливань 
детерміністичних систем, зробили М.М. Бєляєв, М.М. Крилов і М.М. 
Боголюбов, В.В. Болотін [1,2]. В працях Р.Л. Стратоновича, Р.З. 
Хасмінського, М.Ф. Діментберга, В.І. Кляцкина, А.С. Вольміра та інших 
[3-15]. Значне місце серед динамічних задач на теперішній час займають 
задачі стохастичної стійкості параметричних коливань пологих оболонок 
[16-19]. Кількість робіт, яка присвячена дослідженню статичної і 
динамічної поведінки пологих оболонок від’ємної гаусової кривизни 
небагато [20-23]. В статті [24] автори навели чисельну методику побудови 
редукованої моделі стійкості параметричних коливань гіперболічного 
параболоїда. Для формування редукованих матриць мас, демпфірування, 
жорсткості та геометричної жорсткості застосовані процедури 
програмного комплексу скінченно-елементного аналізу. В результаті 
аналізу впливу постійної складової параметричного навантаження на 
власні частоти коливань виявлена втрата стійкості гіперболоїда в деякому 
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діапазоні навантаження з подальшим виходом в зону стійкості. Ця 
особливість врахована в даній статті  при дослідженні стохастичної 
стійкості параметричних коливань гіперболічного параболоїда при дії 
дельта-корельованого стохастичного навантаження у середньому на 
основі моментних функцій фазових координат другого порядку.  

1. Математична модель стохастичної стійкості гіперболічного 
параболоїда при дії параметричного навантаження. В статті досліджена 
стійкість гіперболічного параболоїда, фізичні та геометричні параметри 
якого прийняті рівними: сторона м,ba 20 , товщина мм,h 50 , модуль 
пружності ГПа,E 198 , коефіцієнт Пуасона 250, , прогин м,f 060 . 
Поверхня гіперболоїда моделювалась у вигляді сукупності чотирьохкутних 
плоских скінченних елементів зі шістьма степенями вільності у вузлах за 
допомогою комплексу NASTRAN [25]. Вузли контуру оболонки жорстко 
закріплені. Стохастичне параметричне навантаження подавалось у вигляді 
поверхневого тиску    tz~ztz  0 , де 0z  – стала складова навантаження; 
 tz~  – випадкова дельта-корельована складова навантаження з кореляційною 

функцією  
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де 2
0 – інтенсивність стохастичного впливу;  – параметр кореляції, 

 – частота схованої періодичності.  
Система диференціальних рівнянь, яка описує стохастичну стійкість 

параметричних коливань пологої оболонки, зформована і представлена 
авторами в статті [18]. Вона отримана за допомогою функціонального 
підходу, методу скінченних елементів та асимптотичного методу, що 
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базується на розкладанні статистичних характеристик розв’язків 
динамічної задачі за малим параметром і має вид матричних рівнянь 
першого марківського наближення для моментних функцій фазових 
координат другого порядку 

           ttDBAtt
dt
d TT 

 2  

          TTTT BttBDDBAtt  


22    (3) 

з початковими умовами      TT
0000 


 .  
В системі (3) усереднені за ансамблем реалізацій моментні функціїї 

другого порядку фазових координат  
                     Tmm

T
m ty,...,ty,ty,ty,...,ty,tyt,...,t,tt 


2121221   , 

де  ty  –  m - вимірний вектор вузлових переміщень; 2
0D  – дисперсія 

стохастичного впливу; матриці A  і B  обчислюваться за формулами 
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Тут E  – одинична матриця розмірністю mm ; *M , *C , *K  та *
GK  – 

редуковані матриці мас, демпфірування, жорсткості та геометричної 
жорсткості відповідно, які обчислюються за методикою [18]. Питання 
стохастичної стійкості параметричних коливань пологої оболонки 
зводиться до дослідження у середньому стійкості рівнянь від моментних 
функцій фазових координат другого порядку. 

Редуковані матриці мас, жорсткості та геометричної жорсткості 
рівнянь (4) отримані за допомогою розв’язання лінійної (Linear Static), 

нелінійної (Nonlinear Static) 
задач статики та задачі 
стійкості (Bucling) 
гіперболічного параболоїда 
при дії сталої складової 
поверхневого тиску 

Паqz 9810000   [24].  
Статична нелінійна 

поведінка гіперболоїда 
(рис. 1) співпадає з 
дослідженнями, результати 
яких наведені в працях [21, 
22]. Поведінка випуклої та 
вигнутої парабол оболонки 

 
Рис. 1. Криві навантаження гіперболічного  

параболоїда: 1 - випукла парабола,  
2- вигнута парабола 
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відрізняється при навантаженні 0620 q,q  . Оболонка стиснута вздовж 
випуклої параболи та розтягнута вздовж вигнутої параболи. 

 
Деформований стан гіперболоїда на різних кроках її навантаження 

представлено на рис. 2. 
 

  
q=0,05q0                                                                           q=q0 

        
q=0,05q0                                                          q=q0 

Рис. 2. Деформація гіперболоїда на різних кроках статичного навантаження: 
 

На рис. 3 наведені перші п’ять форм втрати стійкості та відповідні 
критичні значення навантаження, які отримані за допомогою розв’язання 
задачі на власні значення методом Ланцоша (Bucling). Хоча перша форма 
втрати стійкості гіперболічного параболоїда співпадає з результатом 
нелінійної задачі (рис. 2, б), при 01 69920 q,qcr   спостерігається втрата 
стійкості яка не мала місця при розв’язанні нелінійної задачі статики 
(Nonlinear Static) (рис. 1). 

 

   

qcr1(2)= 0,6992q0 qcr3(4)= 0,6998q0 qcr5= 0,7812q0 

Рис. 3. Перші п’ять форм втрати стійкості гіперболоїда та критичних значень сталої 
складової стохастичного навантаження (Bucling) 
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Модальний аналіз гіперболоїда виконано в лінійній (Normal Modes) і в 
нелінійній постановках без урахування і з урахуванням сталої складової 
параметричного навантаження (Nonlinear Static, Modes_Param). На рис. 4 
представлені перші п’ять форм і частот власних коливань гіперболічного 
параболоїда. 

 

   
 

  
ν1= 570,58 Гц ν2= 570,59 Гц ν3= 576,92 Гц ν4= 583,60 Гц ν5= 728,33 Гц 

Рис. 4. Форми власних коливань гіперболічного параболоїду (Normal Modes) 
 
Форми коливань відрізняються від форм втрати її стійкості (рис. 3) при дії 

сталої складової параметричного навантаження. Спостерігаються як 
симетричні так і кососиметричні форми відносно парабол і осей симетрії. 

Особливість динамічної 
поведінки гіперболічного 
параболоїда виявлено при 
дослідженні частот і форм 
його власних коливань при 
дії сталої складової 
параметричного навантажен-
ня   00 10010 q,z   (рис. 5). 

Дослідження поведінки 
гіперболічного параболо-
їдадозволяють з 
урахуванням представити 
систему рівнянь (3) у 
вигляді 

     2
1 1 22 ,d t t tdt        

           2 2 2
1 2 2 1 1 22 ,i i i

d t t t t t tdt                 

         
5

2 2 2 4 2 2 2
2 2 1 2 0 0 1

1
4 2 ,i i i i i ki

k

d t t t t a tdt 
                    (5) 

з початковими умовами     oii y,y  00 201  . 

 
Рис. 5. Вплив сталої складової параметричного 

навантаження на частоту власних 
коливань гіперболоїда: 1−першу, 2-другу, 3-треттю, 

4-четверту, 5-п’яту 
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Тут    tyt i1 ,    tyt i2   521 ,...,,k,i  ; коефіцієнти kia − члени 
редукованої матриці геометричної жорсткості, i − коефіцієнт 
демпфірування оболонки по і-тій частоті коливань; 5m − число 
утриманих форм власних коливань.  

2. Дослідження стохастичної стійкості параметричних коливань 
гіперболічного параболоїда. Вплив стохастичної складової параметричного 
навантаження )t(z~  на моментні функції другого порядку оцінено за 
допомогою інтегрування системи диференціальних рівнянь (5) методом 
Рунге-Кутти четвертого порядку. На рис. 6 представлена динамічна 
поведінка розв’язку  t2

1
  системи (5) та фазові траєкторії при частоті 

схованої періодичності стохастичного навантаження 
1

1 07613585  c, , коефіцієнті демпфірування 00201 , , параметрі 

кореляції 1702711 ,  , радіусі кореляції c, 6
220 10112 







  та 

інтенсивності стохастичного навантаження  1
2 501
0 crq, . При 

Па, 102
0 1051   значення  t2

1
  з часом зменшується, що відповідає 

стійкому режиму коливань оболонки (рис. 6, а). Нестійкий режим коливань 
спостерігається при Па, 102

0 108142  , коли значення  t2
1  збільшується 

(рис. 6, б). На границі області стійкості спостерігається стійкий режим 
параметричних коливань (рис. 6,в), інтенсивність стохастичного 
навантаження .Па, 102

0 1053   
Також вплив стохастичної складової параметричного навантаження 

 tz~  при 00 z  на стійкість гіперболоїда в першому наближенні можна 
дослідити, якщо систему (5) переписати у вигляді лінійної автономної 
системи 
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На рис. 7 представлена поведінка дійсних частин характеристичних 
показників Хілла системи (7) від впливу стохастичного параметричного 
навантаження. Частота схованої періодичності 1

1 07613585  c, , 
параметр кореляції 1702711 ,   та радіусі кореляції 

c, 6
220 10112 







 . 

 

 
а 

 
б 

      
в 

Рис. 6. Динамічні режими коливань оболонки при стохастичному параметричному 
впливі: а – стійкий; б – нестійкий; в – стійкий режим на границі області стійкості 

 
Додатні дійсні частини характеристичних показників відповідають 

нестійкому режиму коливань і лежать у верхній півплощині, від’ємні - 
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стійкому і лежать у нижній півплощині. Точки перетину суцільної кривої 
осі координат відповідають критичним значенням стохастичної складової 
параметричних коливань. На рис. 8. наведена залежність критичного 
значення інтенсивності стохастичної складової навантаження 0  від 
відносної частоти схованої періодичності 1  /  при 1 0,002789  
для першої частоти власних коливань гіперболічного параболоїда. 

 

 
                                           а                                                                         б 

 
                                           в                                                                            г 

Рис. 7. Залежність характеристичних показників Хілла від інтенсивності 
стохастичного впливу: а - г 1 [0.0002789, 0.002789, 0.02789, 0.2789]  

 
Стійкою є область, яка обмежена 

кривою 1 і віссю абцис, нестійкою − 
область, яка лежить вище за криву 1. 
Штриховими кривими 2 і 3 обмежена 
область стійкості, яка з’являється 
тільки при 1 0,002789 .  

Висновок. Редукована модель 
стійкості параметричних коливань 
гіперболічного параболоїда, яка 
представлена у вигляді 
диференціальних рівнянь відносно 
моментних функцій другого порядку, 

 
Рис. 8  
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дозволила виконати якісний аналіз режимів стохастичних параметричних 
коливань гіперболоїда. Розв’язок задачі стохастичної стійкості отримано 
за допомогою прямого методу чисельного інтегрування Рунге-Кутти 
четвертого порядку та характеристичних показників Хілла. Визначені 
області динамічної нестійкості гіперболічного параболоїда та критичні 
значення стохастичного параметричного навантаження при різних 
значеннях коефіцієнта демпфірування та частоти схованої періодичності.  
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Vorona Yu.V., Lukyanchenko O.O., Kostina O.V. 
STOCHASTIC STABILITY OF PARAMETRIC OSCILLATIONS OF A HYPERBOLIC 
PARABOLOID 

The stochastic stability of a hyperbolic paraboloid shallow shell parametric oscillations is 
investigated.. The shell is exposed to a delta-correlated random load and its vibrations are studied on the 
average using the second order moment functions of phase coordinates. A system of differential equations 
with constant coefficients for the first Markov approximation of second moments is obtained using the 
functional approach and the reduced discrete mathematical model. The reduced mass matrix, stiffness 
matrix and geometric stiffness matrix were obtained in previous paper of the authors using modern finite-
element analysis software and developed computer code. The asymptotic method based on the statistical 
characteristics of the dynamic problem solutions expansion with respect to a small parameter is used as 
well. As a result of the analysis of the constant component of the parametric load influence on its 
eigenfrequencies, the loss of stability of the hyperboloid shell in a certain range of load and subsequent 
transition into the zone of stability was detected. This feature is taken into account in this article when 
studying the stochastic stability of parametric oscillations of a hyperbolic paraboloid shell under the 
action of a delta-correlated stochastic loads. A qualitative analysis of the hyperboloid stochastic 
parametric oscillations modes under the action of surface pressure is performed using the fourth-order 
direct Runge-Kutta numerical integration method and Hill's characteristic exponents. The regions of 
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dynamic instability of a hyperbolic paraboloid shell are determined and the critical values of the 
stochastic load are determined.  

Keywords: nonlinear stability, stochastic stability, parametric oscillations, functional approach, 
hyperbolic paraboloid 
 
Ворона Ю.В., Лукьянченко О.А., Костина Е.В. 
СТОХАСТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ПАРАМЕТРИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ПАРАБОЛОИДА 

Исследована стохастическая устойчивость параметрических колебаний гиперболического 
параболоида при действии дельта-коррелированной стохастической нагрузки в среднем на основе 
моментных функций фазовых координат второго порядка. Получена система дифференциальных 
уравнений первого марковского приближения для вторых моментов с постоянными 
коэффициентами с помощью функционального подхода, метода конечных элементов и 
асимптотического метода, основанного на разложении статистических характеристик решений 
динамической задачи по малому параметру. Выполнен качественный анализ режимов 
стохастических параметрических колебаний гиперболоида при действии поверхностного 
давления с помощью прямого метода численного интегрирования Рунге-Кутты четвертого 
порядка и характеристических показателей Хилла. Определены области динамической 
неустойчивости гиперболического параболоида и критические значения стохастического 
нагрузки. 

Ключевые слова: нелинейная устойчивость, стохастическая устойчивость, параметрические 
колебания, функциональный подход, гиперболический параболоид. 
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